ERGODICTIDAD EN EMCANICA ESTADISTICA.

Luis Navarro
Josep Manuel Parra

Departament de F{sica Tedrica
Universitat de Barcelona



INDICE

INTHODUCCION : 1. La hipbtesis ergédica y el problema de la

fundamentacién de la Mecénica Estaditica.

2. Desarrollo histérico de la Teoria Ergédica.

CAPITULO I : TEOREMA DE BIRKHOFF Y TRANSITIVIDAD METRICA.

3. Teorema de Birkhoff,

2. Corolario del Teorema de Birkhoff : transitividad
métrica.

3. Transitividad métrica y constantes de movimiento.

CAPITULO II : OTROS TEOREMAS ERGODICOS.

1. Teorema de lLewis.
2. Teorema de von Neumann,

3. Teorema de Hopf.

19

24

31
33

34

CAPITULO III : ADAPTABILIDAD DE LOS TEOREMAS ERGODICOS A SISTEMAS FISICOS.

1. Hipbtesis cuasi-ergédica y transitividad métrica.

2. Medida en la hipersuperficie E*

3. Fases excepcionales,

4. Sobre las constantes del movimiento : transitividad

métrica extendida.

CAPITULO IV : TEOREMA DE KHINCHIN.

1. Funciones suma.

2. Teorema ergédico probabilfstico.

CAPITULO V : ERGODICIDAD EN MECANICA CUANTICA.

1. Sobre la matriz densidad.

2. Colectividades en Mecénica Culintica.

3. Teorema ergédico ordinario en Mecénica Estadistica

Cuéntica.

36
37

39

41

51

55

1



4. Teorema de Hopf.
5. Observables macroscépicos.
6. Tearema de von Neumann,

7. Otras alternativas al problema ergfdico cuéntico.

CAPITULO VI : JTEORIA ERGODICA MODERNA.

1. Introduccién.

2, Sistemas dindmicos abstractos.

3. Propiedades ergfdicas : Jerarqufa de sistemas.
4. Entropfa y sistemas K .

5. Relacién con los sistemas ffsicos reales.

REFERENCIAS.



INTRODUCCION.

1. LA HIPOTESIS ERGUDICA Y EL PROBLEMA DE LA FUNDAMENTACION DE LA MECANICA
ESTADISTICA.

La Teorfa Ergédica tiene su origen histérico en el desarrollo de la Teoria
Cinética de los gases por parte de Boltzmann y Maxwell. En el curso de sus
trabajos,y con el fin de establecer una prueba directa del Principio de Equi-
particién a partir de los principios de la Mecénica,postularon,o dieron por
supuestas, ciertas propiedades de los sistemas de muchas partfculas. En la madi
da en que no intentaron demostrar la existencia o no de tales propiedades,poca
fue su contribucién a lo que hoy llamamos "Teorfa Ergédica". Decisivo fue,sin
mMmmwr%mthMomqwesmmmawmmrmmmmw% condiciones
restrictivas acerca del comportamiento dinAmico del sistema a tiempos grandes,
a fin de que las leyes del equilibrio macroscépico resulten de la aplicacién de
las leyes meclnicas a los componentes elementales. Los investigadores posterio-
res en dicho campo los consideran como fundadores de la Teoria Ergédica tanto
por su intuicién acerca de la naturaleza especifica de tales condiciones,como
por haber abierto la posibilidad de fundamentar enteramente la Termodin&mica en
la Mecénica. Oportuno es,puss,examinar someramente cuéles fueron las formulacio
nes originales de Maxwell y Boltzmann sobre el “problema ergédico",tan frecuen—
temente desvirtuadas al resefiarlas en forma simplificada en un contexto tefrico
moderno.

En 1871 Boltzmann,extrapolando los resultados de su anélisis de las figuras
de lissajous correspondientes a pares de frecuencias inconmensurables,formula
la siguiente hip&tesis sobre un sistema de particulas de gas:

* La gran irregularidad del movimiento térmico,y la multiplicidad de
fuerzas que act@an sobre el cuerpo desde el exterior,hacen probable que
los propios Atomos,en virtud del movimiento que 1llamamos calor,pasen a
trav8s de todas las posibles posiciones y velocidades consistentss con
la ecuacién de la energia cinética." [1]

En 1879 Maxwell,en forma mucho més precisa,afirma que:

" La Gnica suposicién que es necesaria para la prueba directa del Prin-
cipio de Equiparticién es que el sistema,abandonado a s mismo en su
estado presente de movimiento,pasaré,més pronto o més tarde,a través
de cualquier fase que sea consistente con la ecuacién de la energia."

Pero,a continuacién de dicha formulacién que ha sido considerada "paradigmé-
tica" y,como tal,expuesta a menudo como una sintesis final de las concepciones
de Maxwell y Boltzmann al respecto,pasa a la consideracifn de casos en que mani

fiestamente ello no puede ocurrir. Y el propio Maxwell concluyey
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" 5i suponemos,en cambio,que las particulas materiales encontrarén
finalmente un obstéculo fijo,como las paredes del recipiente que las
contiene,entonces,excepto para formas especiales de la superficie de
dicho obstéculo,cada encuentro introducir& una perturbacién en el mo-
vimiento del sistema,de tal forma que pasar& de una trayectoria no per
turbada a otra (conservacién de la energfa pero no del momento en
tales colisiones). Es diffcil,en un caso de tan extrema complejidad,
‘l1legar a una conclusién completamente satisfactoria pero,con conside-
rable grado de confianza,podemos afirmar que,excepto para formas par-
ticulares de la superficie del obstéculo fijo,el sistema pasaré,tarde
o temprano, tras un nlmero suficiente de encuentros,por cada fase con—
sistente con la ecuacién de la energfa.” [4]

De las citas anteriores se desprende que ni Boltzmann ni Maxwell crefan,
como frecuentemente se afirma,que la dinémica hamiltoniana de un sistema ais—
lado es tal que su trayectoria cubre toda la regién del espacio de las fases
permitida por el Principio de Conservacién de la Energfa. Asi,Boltzmann cree
nacesario y justificado apelar al inevitable efecto que Pobre la trayectoria
real del sistema tendrén fuerzas exteriores aleatorias, puya multiplicided in-
diferenciada escapa al anélisis. Al caracterizar de este modo,y al nivel mi-
croscépioco,la interaccién entre un sistema y su entorno,se anticipa g los mo-
dernos tratamientos mediante procesos estocAsticos (p.ej. mediante ecuaciones
de Langevin). Asimismo inicia el camino que le llevard a prescindir,en sus
"Lecciones sobre la Teoria de los Gases",de todo intento de fundementacién
“erg6dico-mecanicista", Maxwell,por el contrario,se mantiene enteraments en el
marco de la MecéAnica. Para é1 el recorrido por toda la regién de energla cons—
tanta resulta del incesante cambio de trayectoria hamiltoniana, Un cambio que
debe entenderse como el resultado de proysectar,sobre el subespacio fésico del
sistema de interés,una Gnica trayectoria dinémica correspondiente a un sistema:
mucho m&s amplio. En este sentido,la formulacién de Maxwell apunta hacia la
construccién de modelos mecanicistas,y est& en consonancia con recientes ree-
lizaciones de la Teorla Ergddica como la prueba de Sinat [2] de la ergodicidad
de un gas de esferas duras. '

A los comentarios ya realizados cabe afiadir el cuidado con que debe inter—
pretarse la frase: "el paso por cada fase consistente con la ecuacién de la
energia". La distincién sntre curve que cubre el espacio (p.ej. la curva de
Peano,descubierta en 1890) y curvas densas en &1 (p. ej. las que vendrén a lla-
marse trayectorias cuasi—argddicas) s8lo se hizo posible gracias al desarrollo
matema&tico posterior. Todo intento de encasillar como "ergbdicas" o "cuasi-erg6
dicas" las hip6tesis de Maxwell,Boltzmann y otros fisicos de la época sélo

puede conducirnos a una imagen no fidedigna de sus ideas.,
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No cabe pues,contra lo gue sdgieran P. y T. Ehrenfest en 1911 [3],hablar
en rigor de un desarrollo histérico que parte de la “"primitiva hip6tesis er-
gédica" (*) como base de fundamentacién de la Mec@nica Estadistica. HipAtesis
gsta cuya falsedad terminard@ por demostrarse, conduciendo inevitablemente a un
repliegue a la menos exigente hipdtesis cuasi-ergédica que,a la postre,resul-
tarad insuficiente para justificar la validez del Teorema de Equiparticién. Con
ello,de acuerdo con la linea de P. y T. Ehrenfest, la fundamentacién de la M. E.
deberfa basarse en una adecuada axiomatizacién de la Teoria Cinético-kstadistica.

£l desarrollo matemAtico de comisnzos del presente siglo en torno a la teo-
ria de la cardinalidad de Cantor,la teoria de la dimensién de Riemann y,final-
mente,la teoria de la medida desarrollada por Borel y Lebesgue,hicieron posible
un enunciado més preciso de la "primitiva hip6tesis ergfdica",ofreciendo ademés
los instrumentos,de los que Maxwell y coltzmann habian carecido,para demostrar
la validez o falsedad de dicho tipo de enunciados. Comenzd asi{ la etapa de de-—
sarrollo de la Teoria Ergédica propiamente dicha,cuya referencia histérica seré
el objeto’ del siguients apartado. Por otro lado, la creciente infiltracién de
elementos estadfsticos en casi todos los conceptos fisicos y la creciente im—
portancia del experimento sobre colectividades de sistemas igualmente prepara—
dos como herramienta en la investigacién fisica,hicieron que,desde principios
de siglo,las perspectivas de fundementacdién de la M. E. se dirigieran,mayori-
tariamente,hacia cuestiones esenciales de la Teoria de la Probabilidad,desvin-
cul@ndola del problema ergfdico y rebajando consiguientemente el interés fisico
del mismo,

No obstante,los ulteriores desarrollos mateméticos de la Teoria Ergédice,
y en concreto los grandes teoremas ergfdicos de Birkhoff y von Neumann en la
década de los 30 asi como la mAs reciente demostracién de Sinal antes mencio—
nada,han hecho reconsiderar el valor de la Teorfa Ergédica como conexién entre
una teoria fundamental (la Mecénica de Partfculas) y una teorfa fundamentada
(1a mecénica Estadistica del Equilibrio). En la medida que tal reconsideracién
no ha desembocado en una rigurosa fundamentacién de la M. E. opinamos es exa-
gerada afirmar,como algunas veces s8 hase,que"la M. E. se basa en la Teoria
Ergédica”. Tembién la axiomética probabilistica dista dé dar una respuesta
aceptable para todos del por—qué de los métodos de la M. E. y las peculiarida—
des del comportamiento macroscépico. A los cien afos de la formwlacién de
Maxwell se han dado pasos sustanciales en la comprensién de los problemas de
fundamentacién,pero la controversia Boltzmann—Maxwell (Teoria de la Probabili-
dad o azar esencial en oposicién a determinismo mecanicista) continGa abierta,
extendiéndose incluso a otros campos de la Fisica (Teorfa de la medida en Mecé-
nica Cuéntica).

(&) Por primitiva hip8tesis ergfdica suels entenderse el enunciado gue figura en
la primera parte de la anterior cita de Maxwell,sin tener en cuenta la segunda
parte donde,en nuestra opinién,Maxwell expone los obstéculos con que se debe en—
frentar la Teorfa Ergédica y hace irrelevante la demostracién de que una trayec-
toria hamiltoniana no puede cubrir todo el espacio. 15




En el hoy restringido marco de la Mecénica Estadfstica Cl&sica,la solucién
ofrecida por el teorema ergédico-probabilfstico de Khinchin [4],aﬁn sin ser
plenamante satisfactoria,merece especial atencién. De hecho,constituye una al-
ternativa realista para todos aquellos que,sin desentenderse de los problemas
de fundamentacién de las técnicas que usan,se sisnten inclinados hacia una
posicién intermedia entre los que creen poder deducir enteramente sl compor-
tamiento macroscépico a partir de las leyes de evolucién microscépicas y los
que,partidarios de una Termodinémica empirica,afirman la futilidad de todo in-

tento de tal naturaleza.

2. DESARROLLO HISTORICO DE LA TEORIA ERGODICA

Como primer resultado importante hay que sefialar la demostracién, 11evada
a cabo en 1913 indspendientemente por M.Plancherel y A, Rosenthal [5],de que
la trayectoria de un sistema hamiltoniano aislado no puede recorrer todos los
puntos de la hipersuperficie de energfa constante EE del espacio de las fases.
Intuitivamente el resultado es consecuencia de la imposibilidad de definir una
tangente Gnica en cada punto de una tal curva. En lenguaje algo més riguroso,
la primitiva hip6tesis ergédica equivale a exigie que la aplicacién cont{nua
Ht - ZE ,definida por las ecuaciones de Hamilton,sea exhaustiva. Pero una tal
aplicacién continua no puede ser’biyectiva,precisamante por ser Ht y ZE va-
riedades de distinta dimensién ). Por tanto,existiréd al menos un punto de
EE al que le corresponderén dos o mAs tiempos ; en tales puntos la trayectoria
se cortard a si misma,con la consiguiente indefinicién de la tangente, Una tal
trayectoria ergédica no puede resultar,pues,de la aplicacién de las ecuaciones
de Hamilton,

Posteriormente a dicho resultado de carécter negativo Fermi,en 1923 [6],
demostrd para los llamados "Kanonishe Normalsysteme™ la validez de la hip6tesis
cuasi-ergédica :"la trayectoria del punto representativo pasa,en el transcurso
del tiempo,no por cada punto,sino arbitrariamente cerca de todo punto de la
hipersuperficie 2; [1]. En otras palabras,la trayectoria es densa por doquier
en ZE . Con todo, tal propiedad result§ insuficiente para asegurar la igualdad
requerida entre los promedios temporal y de fase. E1l planteamisnto del problema
ergbdico en términos de las propiedades de la traysctoria hamiltoniana recorrida

por un sistema aislado debfa ser abandonado.

Q‘) En dicha imposibilidad de establecer una aplicacién que sea a la vez con—
tinua y biyectiva entre variedades de distinta dimensién radica la "concilia-
cién" entre la teorfa de la cardinalidad de Cantor y la teorfa de la dimensién

de Riemann.
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La Teoria Ergédica fue replanteada en su origen y formulada en lenguaje de
teorfa de la medida por Birkhoff y von Neumann. Asf se dio origen a la forma
moderna de los teoremas ergddicos de Birkhoff (1931),von Neumann (1932) y
Hopf (1932),que difieren entre si por el tipo de convergencia [O]. La solu-
ci6n del problema ergédico,en el sentido de igualdad de promedios temporales
sobre traysctorias de ZE y promedios estadisticos sobre colectividades que
pueden caracterizarse mediante una funcién densidad de probabilidad uniforme
sobre 2 (teorema de equiparticién),se redujo,como veremos més adelante,a
probar que la hipersuperficie ZE tuviera la llamada propiedad de transiti-
vidad métrica. Pero ocurre que tal propiedad es de dificil deteccién en los
sistemas reales y mAs bien aparece como una hip6tesis relativa a la naturale-
za del sistema. Hay que insistir,de todos modos,en que tales teoremas abrieron
un nuevo campo de investigacién,siendo el origen de numerosas publicaciones
que estudian la transitividad métrica de hipersuperficies.

La dificultad de demostrar la transitividad métrica en sistemas reales ha
hecho de la teorfa erg6dica de Birkhoff un instrumento de escasa utilidad
para la tarea de fundamentar la M. E.. Pero ésta,por su naturaleza,se ocupa
de estudiar sistemas macroscépicos y asi Khinchin [4] ha investigado la posi-
bilidad de evitar las dificultatle8 précticas gque ofrese la aplicacién a siste-
mas fisicos de los teoremas ergédicos ordinarics,formulados independientemente
de la dimensién del espacio de las fases,introduciendo como elemento fundamen—
tal el hecho de que el nGmero de grados de libertad del sistema sea muy elevado.
De esta forma obtiene,baséndose en el Teoremu el |fmite Central un nuevo teo-
rema ergédico,asintéticamente vAlido en el 1fmite en que el nGmero de grados
de libertad del sistema tiende a infinito,y ello tan sélo para los promedios
de determinadas funciones definidas sobre el espacio de fases. La ventaja de
la teorfa de Khinchin es que reemplaza la exigencia de transitividad métrica,
a cambio de exigir otras propiedades que se dan de forma natural en los sis-—
temas fisicos,al propio tiempo gue se limita a evaluar promedios para magni-
tudes fisicas gue son interesantes en Mec&nica Estadistica. Son restricciones
m&s aparentes (matemé&ticas) que reales (f1sicas).

La Teoria Ergédica se puede desarrollar también partiendo de una descrip-—
cién mecénico-culintica microscépica,. Lo que ocurre es que en teorfa cuéntica
se encuentran dificultades adicionales debidas a las peculiaridades de los
estados estacionarios, Se puede establecer un teorema erg6dico culntico anélogo
al de Birkhoff,en el que la condicién de ausencia de degeneracién en el espec—
tro del hamiltoniano aparsce como el eguivalente culmtico de la hip8tesis clé-—

sica de la transitividad métrica.
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£l equivalente cuéintico del teorema clésico de Hopf es,sin embargo,el mas
Gtil para las agplicaciones précticas. A este segundo tsorema ergfdico culntico
se llega introduciendo los llamados observables macroscépicos y suponiendo,
ademés de la no degeneracién del hamiltoniano,la ausencia de frecuencias de resa
nancia en su espectro,

Aungue von Neumann,al igual que Birkhoff,fue uno de los fundadores de la
actual Teorfa Ergfdica,en el sentido de investigar problemas de dinémica ge-
neral para sistemas din&micos abstractos,ya habfa formulado con anterioridad
el problema ergfdico en MecAnica Estadistica Cuéntica, proporcionando una solu-
cién que durante algln tiempo fue aceptada como la definitiva [9]. En los afos
cincuenta su demostracién fue criticada y sustituifda por otras que, manteniendo
la formulacién bAsica,eliminan el concepto de abservable macroscépico en el sen—
tido de von Neumann.

También existen teoremas asint6ticos,an@logos a los clésicos de Khinchin,
con validez en teorfa cuéntica. Son debidos fundamentalments a Jancel BO].En
todos los casos se comprueba que la Teoria Ergédica Culintica presenta dificul-—
tades adicionales a las que aparecen en Teoria ErgSdica Clésica.

Recientemente ha habido un desarrollo importante,de naturaleza esencialmente
matemética,sobre las propiedades ergédicas de sistemas din&micos. Se basa en el
concepto de sistema dinémico abstracto y en clasificaciones de tipos generalss
de sistemas din&micos en base a ciertas propiedades asintAticas de su evolucién
temporal como "ergodicidad","mixing" stc.. También se emplea la definicién de
antropia de una transformacién que conserva la medida asi como otros conceptos
usados en teorfa de la informacién 91]. Es esta 1linea de investigacién,mantenida
fundamentalmente por matem&ticos de la "Escusla Rusa", la que ha permitido obtener
resultados tan relevantes como la demostracién de la ergodicidad del sistema de
esferas duras,perfectamente elésticas,encerradas en un paralepipedo con parsdes

totalmente reflectantes.|Z]
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CAPITULO I. TEOREMA DE BIRKHOFF Y TRANSITIVIDAD ME TRICA

1. TEOREMA DE BIRKHUFF

Dado el carécter de este trabajo,que pretende ser
una 1ntroduccién a los intentos de fundamentacién de la Mecénica Estadistica
mediante la Teoria Ergédica,preferimos dar una demostracién en la que se tra
baja directamente con funciones de fase,espacio de fases y demés conceptos
mecanico-estadisticos [4ﬂ,en lugar de fundamentarla en espacios y automorfis

mos abstractos [{3 ].

Hipbtesis: 1) Bajo la evolucién temporal V es una parte invariante del es
pacio de las fases I' ; es decir: toda trayectoria que pasa
por un punto de V estd contenida en V.
2) f(P) es una funcién dafinida en V e integrable en el sentido
de Lebasgue,
3) La medida de Lebesgue u(V) del conjunto V es finita.(E1l teo
rema de Liouville garantiza,ademés,la invariancia de dicha
medida bajo la evolucién temporal [12].)
Tesis: E1 1limite

1 to+T
Um — [ f(P,) dt
t t
T-00 T o

existe para todo Poev,excepto para,como mAximo,unos ciertos puntos
que constituyen un conjunto de medida nula; abreviadamente diremos
que el 1imite existe casi por doguier en V (c.p.d. en V). % indica
el punto al que la evolucién temporal transporta al Po al cabo de
un tiempo t. E1 valor del limite resulta independiente del instante
que tomemos como inicial dentro de la trayectoria.

Demostracifn: La demostracién del teorema de Birkhoff consta de tres par+

tes bien diferenciadas:
a) Introduccién de una escala temporal discreta y existencia del limite
temporal c.p.d. en V : con la notacién

1 tO+T
F( Pt ;T ) s —+ 40 f(P,) at

FlPit)) = FOP it int )
siendo n entero y t un intérvalo temporal elemental,se trata de demostrar,

en primer lugar,que existe el limite

Uim Fn( PD;tO) c.p.d. en V
N0
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La demostracifn se hace por reduccifn al absurdo. En efecto,sea M el
canjunto de puntos POEV para los cuales dicho limite no existe. Como la
funcién f es integrable,en todo POFM la serie Fn( Po;to ) tendrd un 11—
mite superior ElPo) y otro 1imite inferior EIPO) distintos,ambos finitos
casi por doquier en M en virtud de las hip6tesis 1) y 2). Y aqui es donde
realmente radica la base de la demostracién por reduccién al absurdo. Su-—
pongamos que M es de medida no nula, Consideremos una sucesién de intér-
valos de la recta real [ai,ﬂi) escogidos de tal manera que para todo POEM
exista un Indice i tal que

E(Po)<ai<ai<i’(90)

Sea M, = { POEM/F_(PO)<o,i<ei<F(PD)}

y Mm el conjunto de los puntos de M para los que alguno de los limites
superior o inferior son infinitos. Tendremos entonces que

M=(UMJ)UM°°
J

Como u(M)>0 vy u(%») = 0,existir& algtn j tal que “(“J) > 0. Designe—

mos tal Mj por M' y el correspondiente intérvalo (aj'aJ) por (a,B),de

forma que para todo PDGM‘ se verifica

F(P)<a<B<F(P) (1.4)
Con la notacién
1 tk+1
f (P)=— / f(P,) dt (1.2)
o t
T tk

siendo tk = to + k tv ,resulta

7 (
F (P;t)=a— £ f (P)
n'‘o'o n ke0 k ‘o

como expresién del promedio temporal de f(P) en el intérvalo (to,tk).
Sea Mo cualquier subconjunto medible de M' y "k el conjunto en el cual
se transforma M_ en virtud del movimiento natural en el intérvalo (to,tk).
Por el teorema de Liouville

b)) = (M)
La definicién (I,2) permite escribir

o (Py) = F, (r)

sin mads que trasladar la escala de tiempas en kr ,por lo que

[ofo(P)aw = [ F(R)
Y e
para todo Mo el ' L

20



Para un B dado,sea MS el conjunto de los puntos de M' para los que la
desigualdad Fn(Po;tO) > B es valida,al menos,para un valor n < s . Por
ejemplo,para s = 4 1o integran los puntos de M' que cumplan al menos una

€ : o> . . . . .
de estas desigualdades F1(P0,t0) BiF,(P it ) > BiF (Pt,) > ﬁ,F4(P0,to) > 8
Como al crecer s sl nuevo conjunto contiene al antiguo,resulta

M, C M, C.e€M

1 2
De la definicidn de M5 se sigue
'
lims_’ . M5 = M
y,por tanto
Um, o u(Ms) = u Um, | o Ms) - um)

Definiendo M, como el conjunto de los puntos de M' que cumplen
o
FolPogt Y= 8

} para 0<1<]
F(P it ) < B

y 1llamando M a su transformado por la evolucién temporal de t a t°+-rk,
*
se puede oompr"ébar que [’Hﬂ ( )
s J
M= I I M

2 J- 1 k=0 Jk

Integrando la primera desigualdad sobre el conjunto “J resulta

/,,|J Fjﬁ%ito) & > a/,,J du ,,,:(M,-.)

0 o

0,10 gus es lo pismo

3= 1 i ’
L f (P dpy== L f (P M
SRS NTEE BRI ELLLON

‘jo Jk

3
J

La Altima desigualdad conduce a
s J-1

-}
E r [/ f()du>p T Julm)
J=1 ke M o) ¥ J =1 M,
k

que se puede escribir en forma més compacta asit

/M fo(Pk) d, > B p,(Ms)

S

#* . i -
(*#) En nuestro ejemplo anterior M4 Mg + Mg + My + M40 + My, + M31 +

+ M i le F F,sB
41 + M32 + M42 + M43 . En particular MSO cumple 3 >B ¥y 1
F2 <B; M31 es el transformado del M30 por la evolucién temporal al cabo

del tiempo Tt . 21



Pueato que,en virtud del Teorema de Liouville,los j-conjuntos MJ . MJ y Eoh
M, tienen la misma medida,obtenemos o .
B J=1 s
pM) = (= M) = T gum )
j=1 keo Kk 3=1 Jo

Pasando al 1Imite para s - « ,la Gltima desigualdad se escribe

/ Fo(Pk) du > B u(M') (1.3)
Ml
A esta desigualdad se ha llegado partiendo de qgue,en M' , se verifica

F (Po) > B . Operando de modo similar,pero a partir de la primera desigual-
dad F (Po) < o de la férmula (I.1) ,se obtendria

[ (P)d < ou(n) (1.4)
e °
Las desigualdades (I.3) y (I.4) contradicen la relacién o < p expre-
sada en (I.1). Razonando por reduccién al absurdo la hip6tesis p(M) > O
es falsa, De este modo llegamos al resultado de gque el conjunto M para el

que el limite lim F(p it )
na'o
n - oo

no existe,ss un conjunto de medida nula. Dicho de otra menera: tal limite

existe casi por doquier en V.

b) Eliminacién de la condicién de escala discreta pata t :

Escojamos ahora n como el mayor entero contenido en T / r . Se verifica
entonces que

1im LT SR
T o i §

La existencia del 1imite,probada en la primera parte de la demostracién,
garantiza la existencia de

t +n7

lim lT [0 fpy) at
T o t

o
En efecto,calculemos la diferencia,en valor absoluto,entre el limite que nos
interesa y el anterior:

t +T t + nr

limllT/D f(Pt)dt-%fo F(P,) dt | =

T oo 6] to
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t +T

sum 1|/ % f(p)dt| <
T t
T t + nr
o
1 t +7T
< lim < S8 |r(p.t)| dt <
T2 t +nr
o
1 t +nr+r
£ 1m — / ° |F(P )L dt = 0
n - o t0+ nr

Luego el promedio temporal que interesa

1 t0+T
<f> , = lm ¥ / f(Pt) dt (1.5)

T2 o t
o

existe c. p. d. en V

c) Independencia del instante inicial i
Calculemos la diferencia
t +T

1 o té +T
D= lim =|/ f(P,) dt - / f(P,) dt |
T t ¢ t ;

T o t
o

Para to y t& instantes arbitrarios,pero fijos,se tendré siempre

U t' -t
im 0 0 o
T T =
y se verificaré
1 t°+T t6+T té ;
D = lim ¥ {/ f(Pt) dt - / f(P,)dt + / f(Pt)dtl -
T» oo t t! t
o o] o]
EVRET 175 T e ) at |
= lim = f(P, ) dt - = f(P,) dt | =
¥ his Yoo t T# e t
8] o
g o ST 1 T
= lim { -T-/_ f(Pt) dt = —— f f(p,) dt | =
T o E —(t'-t )t
o 0O o o]
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«

um | =—2— [ ° f(p)at |~
Tao  T(T-t!)+t ) t

1
t-t', ’ t T
( lim ) (1m — [ F(Pt) dt ) =0
T T—(té—to) T T t

[s]

Luego el limite < f >T s6lo depende de la trayectoria considerada,no de la

posicién del punto Po dentro de la misma.

Se puede resumir el contenido fisico del teorema de Birkhoff mediante
las siguientes afirmaciones sobre el promedio temporal de cualquier fun—
cién definida sobre el espacio de las fases del sistema,evaluado sobre la
porcién de trayectoria correspondiente al intérvalo [to ‘ m): Y
a) Dicho promedio existe para casi todas las trayectorias. Asimilando medi-

das de conjuntos & probabilidades de realizacién de los respectivos ma-

croestados resultard que,al escoger al azar una trayectoria mediante su

c. I. P0 ,tal promedio estaré& bien definido con probabilidad uno.

b) Para cada trayectoria el promedio es independiente de la C. I. escogida.
Ello resulta,como hemos visto,de la contribucién nula al promedio de la
porcién de la trayectoria correspondiente a todo intérvalo finito (to,té).
Dicho de otra forma: toda evolucién finita no contribuye al promedio.
Parece dificil,puea,ésignar al teorema de Birkhoff implicaciones en cuan—

to al problema de la irreversibilidad y la tendencia al equilibrio.

i

2. COROLARIO DEL TEOREMA DE BIRKHOFF : TRANSITIVIDAD”;METRICA.

Transitividad o indescomponibtilidad métrica es la propiedad consistente
en que un conjunto V ,invariante y de medida finita en el espacio de las
fases,no pueda dividirse en dos subconjuntos V1 y V2 irvariantes y de me-
dida no nula en el espacio de las fases, En las aplicaciones fisicas V
es un conjunto de trayectorias completas. Por tanto,si goza de la propiedad
de tranaitividad métrica,tiene que darse una de estas tres posibilidades:
a) No se pueden separar esas trayectorias en dos conjuntos de trayectorias

completas.

D) Se pueden separar,pero un conjunto tiene la medida de V vy medida nula
el otro.

c) Se pusden separar pero los conjuntos no son medibles.
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Resulta que cuando V ,el conjunto en el que suponemos se verifica el
teorema de Birkhoff,6es métricamente indescomponible,el teorema de Birkhoff
presenta un corolario,a veces llamado por los fi{sicos ™"teorsma er’gddido",
de sumo interés,pues asegura la igualdad entre el promedic temporal sobre
casi todas las trayectorias y el promedio sobre el conjunto V.

En otras palatras,vamos a ver que la condicifn necesaria y suficients
para que el promedio temporal no dependa de la fase inicial Po,salvo para
puntos de un conjunto de medida nula,es que,ademds de las hipétesis del
teorema de Birkhoff,V sea métricamente indescomponible. Veamos la demostra—
cién:

a) Condicién necesaria: Si V no fuera métricamente transitivo existirfa

una cisrta descomposicifn V = V1 + V2 con V1 y V2 irvariantes y de me-
dida positiva (no nula). Consideremos la funcién caracteristica de Voo

XV1 » como funcin de fase definida asi:

1 para los puntos de V1

XV1 - | 0 para los puntos restantes

< Xy >'r = 1 para las trayectoria que estén en v1 é

> = 0 para las trayectorias que estén en V2 o

luego,si V no es mdtricamente transitivo,exiate al menos una funcién inte-
grable para la que el promedio temporal a lo largo de una trayectoria de-
pende de la fase inicial PD y,por tanto,de la trayectoria.

b) Condicién suficiente: Se trata de demostrar,supuesta la transitividad mé-
trica da V ,que el promedio temporal,cuya existencia ¢, p. d. estd ase-
gurada por el teorema de Birkhoff,no depende de la fase inicial Po,ulvo
para los puntos de un conjunto de medida nula, Supongamos que el promedio:
temporal de f(P),integrable en V , no es constants c.p.d. en V. Existira
por tanto,un nGmero real o tal que

< r(P) >, >a para todo punto de un clerto V, tal que ..(v1) > 0.
< f(P) >, o para todo punto de un clerto V, tal que u(V,)> 0.

61 a V2 le afadimos el conjunto de puntos de medida nula para los que el
promedio temporal de f(P) no existe, tar._\dr}%l:ns un conjunto para el cual no
se verifica < f(P) > >aj seravfs medida positiva y complementario del
V1,contra la hip6tesis.
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Para deducir la igualdad entre < f(P) > v < r(p) > 1que es el
resultado interesante desde el punto de vista fisico,comenzaremos definien—
do el promedio sotre la parte invariante V del espacio de las fases [I',de
la funcién F(Po;to;T)

< F(Po;to;T) >3 =

1 1 to”’
[ =/ r(p) at |
w(v) v Tty

Por aplicacién del teorema de Fubini

1 tetT 1
<FPtIT) oy = — | dt | — [ f(P) du | =
Tt w(v) v
' t 4T t 4T
il T I o G0 - I o RS >, dt -
Tt uw(v) v Tt
3 t+T
- <Pr> — [ dt « <f> (1.6)
3 1 't 3

]

donds se ha tenido en cuenta que tanto Po como Pt son variables de
integracién sotre el volumen invariante V.
Dicho de otra forma: Los promedios temporales,promediados a su vez en
8l espacio de las fases,coinciden con los promedios en el espacio de las fea-
ses de la funcifn original para un instante fijo ( el inicial,por sjemplo).
Por otra parte,del tecrema de Birkhoff y de la hip6tesis de transitivi-
dad métrica,se sigue que

< <r>1_ >3 - <f>1_ ,casi por doquier en V (1.7)

Restando (1.7) de (I.6) se obtiena

< <f> -ﬂ%an>b-<f>T-<fﬁ (1.8)
La igualdad entre sl promedio temporal que aparece en el teorsma de Birkhoff
y el promedio sotre la parte invariante del espacio de las fases quedar8
demostrada si se prueba gue al miembro de la izquierda es nulo. Corwiene
resaltar el hecho de que en (I.8) las dependencias en T son aparentes.
Demostremos finalmente que el primer miemtro de (I.8) es nulo. Sea &
un nGmero positivo artdtrario y V

los cuales

1 el conjunto de puntos Po € V para
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[ <f> = FlPt;T) | < 8

y sea V2

Se verifica:

tal que V1UV2-V.

| /v [ <t> -F(R;t;T) | du =

[ <t =FutaT) [ aw + [ | <f> =FRGtT) | & <
v, v,
< 8 ulv,) + /V2 | <> | + /vle(Po. o.T)J. dy ==
=6 ulv) + | <f> | w(v,) + /v | F(PLitiT) | du (1.9)
2

Por el tenrema de Birkhoff

1im F(P;t;T)= <P > casi por doguier en V.
o'o T
T o
Luego
14m “(Vz) -0
T

o 1o que es lo mismo,para T suficisntements grande "(VZ) <8 .
Estudiemos ahora el @ltimo sumando de (I.9):

t +T
=]

|
~
#

l
-~

/v | FlP itiT) | dw r(p,) dt | =

2 s 2 to

4 t T
s — [ & [ | £(Py)| dt =
v2 %

3 t T
- —/ at [ | r(P) | & =
T v

(] 2
1 t°+ T
B e dat / | £(P)| o
Tt Vz(t)
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Por el teorema de Liouville

con lo que

n () -0

Luego,para grandes valores de T

/v | FPitsT) | o < 8
2

E1l primer miembro de (I.8) gueda finalmente
| /V du [ <f> -F(P;t;T) ) <

£ 8 p(V1) +<fF> 8 + 8

Como § es arbitrario resulta que

/v { <f> - F(PO;tO;T)Idu - 0
a sea

< <f> - F(P_;t

& o;T)>3' = 0

y comparando con (I.B8) se llega a

< > = < f >y casi por doguier en V. (1.10)

La igualdad (I.10) ,o0 corolario del tecrema de Birkhoff si hay transi-
tividad métrica,es lo que frecuentemente en Fisica se llama "Teorema Ergddico".
El problema fisico se centra entonces en el estudio de la propiedad de °
transitividad métrica en los sistemas fisicos. Aquellos en los que se da la
citada propiedad se dice que son ergddicos. Es lo mismo que decir que sl
corolario del teorema de Birkhoff es vAlido para ellos.
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3. TRANSITIVIDAD METRICA Y CONSTANTES DE MOVIMIENTO.

Una funcién f(TtPO;t) es integral de movimiento cuando,no siendo cons—
tante en todo el espacio de fases,permanece constante a lo largo de la
trayectoria Pt = Ttpo . Una integral de movimiento sin dependencia expli-
cita en t se llama constante de movimiento.

Un sistema con n grados de libertad queda descrito mediante 2n secue-
ciones diferenciales de primer orden y no puede poseer mis de 2n integra-
les de movimiento independisntes. Precisaments una forma de escribir la
scuacidn de la trayectoria es dar 2n integrales independientes igualadas
a una constante y considerar t como parémetro.

En general, tales integrales de movimiento tienen carfcter local. Es decir,
astln definidas s8lo para una regién de T y un intérvalo temporal, Por
ejemplo, frentaitraslaciones uniformes sl momento lineal es una constante de
movimiento;pero si el sistema est& encerrado en un recipients,las colisiones
de las partfculas con las paredes se traducen en singularidades,correspon—
dientes al cambio en 8l momento lineal causedo por la colisién.

Se 1llaman globales aquellas integrales de movimiento gque mantienen su
valor constante en todo tiempo. Estas integrales de movimisnto globales,
muy inferiores en nlmero a 2n para los sistemas fisicos objeto de un es-
tudio meclnico-estadistico,son las que restringen el dominio del sspacio de
las fases en el que necesariamente estard contenida la trayectoria y las
dnicas relevantes,por tanto,en ergodicidad,

Para que la hipersuperficie de energia constante 2E ,que s el conjunto
imvariante V en las aplicaciones a la M. E. , sea métricamente transitiva,
as condicién necesaria la no existencia de ninguna otra constante de movi-
miento distinta de la energla. Nos referimos a constantes en lugar de a
integrales de movimiento por limitarse este estudic a sistemas con Hamilto—
niano sin dependencia temporal explicita. En efecto : sea g(P) una
constante de movimiento diatinta de la snergfa e independients de ella. Se
podré& sncontrar un clerto nlmero o tal gue

g(P) > o define un v, de medida positiva,
g(P) £ o define un V2 de medida positiva.
Ademés V, y V,

1 2
que no habria transitividad métrica.

son irvariantes,por definicién,y V = vy u Vv, ,oon lo

A propésito de la relacién entre transitividad métrica y constantes de
movimiento corwviene indicar que no se ha demostrado que la no existencia
de otras distintas de la energfe sea condicién suficiente para la indescom—
ponibilidad métrica.
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Asimismo,no existe un procedimisnto general para determinar ni el n@Gmero
ni el carActer de las constantes de movimiento de un sistema fisico dado
que no implique la resolucidn de sus scuacionaes de movimiento. No obstante
la energia lo es para un sistema aislado. Versmos,més adelante,que 8s con-
venients considerar qus el sistema fisico ocupa un volumen finito en el es—
pacio de las fases, Por ello,y aunque el sistema esté integrado por par-
tfculas libtres,al tener en cuenta el efecto de las paredes del recipiente
no podremos considerar como constantes de movimiento ni el momento lineal
ni el angular, Pero nada se puede anticipar "a priori" sobre la existencia
de otras constantes de movimiento que implicarfan la descomponibilidad métri-
ca de la hipersuperficie EE del sistema.

Por sencillez,pero sin rigor,se procede como si la energia fuera la
Gnica integral de movimiento global en aquellos casos en que no tenemos co-
nocimiento de ninguna otra. Los resultados deben justificarse "a posteriori®.
En cambio,si conocemos otras integrales globales distintas de E ,1a no
transitividad métrica de 2E estd asegurada y estamos obligados a prome-
diar sotre la hipersuperficie de T' que tenga en cuenta los valores de
todas y cada una de ellss, De esta extensifn a sistemas can varias constantes
de movimiento se ocupa el teorema de Lewis,al que nos referiremos en el Capi-
tulo II.
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CAPITULO II. OTROS TEOREMAS ERGODICOS.

1. TEOREMA DE LEWIS.

Como 8l de Birkhoff se trata de un teorema abstracto en teoria de
integracién referente a una transformacién que conserva la medida en un .
espacio invariante [15 ]. Nosotros supondremos que ésta es el espacio de
las fases,dotado de la medida de Lebesgue,cuya invariancia en la evolucién
temporal estd garantizada por la scuacién de Liouville.

Sea yi(P) una constante de movimiento,por supuesto global. 61 la
dimensién del espacio de las fases es 2n ,el n@mero de tales constantes

wndeptnd ieakes ()
de movimientdYy yy que puaden encontrarse seré 2n-1 como méximo., Supon—
gamos que hay k de dstas, La constante "“vectorial® del movimiento

Y(P) m [ y,(P) 5 yp(P) i eev i % (P) ]
ae dice es un invariants completo del sistema,y tiene la propiedad de que
toda funcién medible qua sea constante de movimiento es,casi por doquier
en V,parte invariante del espacio de las fases,funcionalmente dependiente
del invariante completo.
Por el teorema de Birkhoff < f >r es una constante de movimiento;por
tanto es funcionalmente dependiente de Y(P) y podemos definirt

Fy(p))m <r > casi por doguier en V. (11.1)

Supuesto conocido el invariante completo,el problema de calcular prome—
dios temporales es squivalente al de daterminar F. .

Acada Pe VcT le asociamos,mediante el invariante completo,un pun—
to de RS . Sea y~! 1a correspondencia inversa. Designamos por Y—1(X) el
conjunto de puntos del espacio V para los que el invariants completo
toma valores dentro del conjunto X C Hk . Como Y(P) 1lo forman funciones
invariantes Y_1(X) es invariante,salvo un conjunto de medida nula al que
llamarsmos Z . De otro modo: Y-1(X) - Z 8s un conjunto irvariante en V
y w(2)=o0.

E1 teorema de Birkhoff se puede aplicar al conjunto invariante Y"1(X)-Z
y da

<f> d = [ f(P) du

/Y_1(X)-Z T Y (x)-z

() que se podrian obbenec eliminands ¢l t&mro e Cas 2n A'ntej(ale;
de movimienlo posibleg .
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sin mds que cambiar el orden de integracién en el primer miembro. Por su-
puesto que y se refiere a la medida en V . La aditividad de la misma

permite escribir la relacién anterior asi:

) <f> d = /Y’1(x) f(P) dyu
que equivale a
/Y-1(x) F{¥(P)] du - /Y-1(x) f(P) du (11.2)

Es conveniente escribir de otra forma més 14gica el miembro de la
izquierda,puash) que F actla sobre puntos de Hk y en cambio la in=
tegral se realiza en V. Para ello definimos como medida inducida por
ala m tal que

m(x) = [Y(X)]

con lo que (II.2) se escribe

/x FY] dm = [ f(P) du (11.3)

Y (x)

El problema ahora es calcular F ,para lo cual habrd que diferenciar
en el sentido abstracto. Para un P dado,sea A el conjunto de los valo-
res ai-yi(P) que toma el invariante completo en P ., Se trata,por tanto,
de derivar la expresién (II.3) en el punto Y = A = ( ai,...,ﬁ(). La ge-
neralizacifn de la definicién usual de derivada permits escribir

/ F(Y) dm
1,(A)

F(A) = 1lim s
$20 m[1,0)]

donde IG(A) es el conjunto de puntos "préximos® a A en el sentido
de que sus coordenadas Yy estln relacionadas con las componentes del

invariante complsto por

|yi-ai| < 8

32



La expresién (II1.3) permite escribir F(A) en funcifn de integrales en V :

/ f(p
v 'l 1,(8)] b

F(A) = 1im (11.4)
bre Y (A))

Asf,la funcién F queda completamente determinada y permite calcular

los promedios temporales : a una trayectoria dada le corresponde un clerto
punto A€ /< y como f(P) es un dato,sl promedio temporal se calcula
integrando en Y-1( Ib(A) ). De esta forma se elimina la dificultad de

la no existencia de transitividad en V ; para ello se promedia no en todo
al espacio invariante sino en una zona restringida de 61,asimismo irve-
riants y ya métricaments indescomponible al estar determinada por el in-
variante completo. Por supuesto se necesita que las superficies Y(P) = cte,
sean lo suficientements“suaves® como para permitir el uso de mdtodos ana—
1fticos. En particular,si la energfa formase un irvariante completo,la fér-
mula (II.4) obliga a trabajar en una pequefla erwoltura alrededor de la
hipersuperficie de energfa constante :E' Estos promedios en torno a hi-
persuperficies detsrminadas por el invariants completo son los gque Trues—
dell [16 ] llama promedios pantamicrocandnicos.

2. TEOREMA DE VON NEUMANN

Pasa por ser el primer teorsma ergédico,pues aunque Birkhoff publicé
un afo antes el que lleva su nombre conocia previamente el de von Neumann
[9]. E1 teorema de Birkhoff se conocs & vecss con el nomure de teorema
ergddico individual y el de von Neumann con el de teorema ergddico "en
media®,

Para demostrar el teorema de von Neumann se asocia un espacio de Hi1-
bert )¢ a las funciones de cuadrado sumable definidas en V,siendo u(v)
finita e invariante. E1 producto escalar de f(P) € "2(") y g(P)e .:z(v)
es,por definicién

(f,g)= /V £(P) g(P) du

La evolucién temporal implica un grupo uniparamétrico Tt de transforma-—
ciones analfticas de V en s{ mismo,que induce otro grupo de transforma—
clones Ut en 8l espacio } . Asi resulta:
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u, F(P) = F(t, P) = F(P,)

Este grupo es unitario,como se puede comprobar fAcilments por ser U, una

t
transformacién invertible [1%]. Utilizando la resolucién espectral de U
se puede demostrar que,para toda f(P) € Jj,existe otra funcibn de  ,que

designaremos por < f >1 , tal que

t +T

Un || + /° u rP)at - <f> || = 0 (1L5)
T2 t 1
o
donde la norma || f || de una funcién se define com ( f , f )i. Se demues-

tra ademés que < f >1_ @s invariante en el sentido de que

U <f> = <f>
t T T

Este teorema,en gran medida anflogo al de Birkhoff,resulta més débil
que este OGltimo al ser de convergencia en media cedrética en lugar de
puntual,

81 al propio tiempo tenemos que f(P) ¢ £2(V) y f(P)e £1(V) se
puede demostrar que las dos funciones 1imites < f >T (1as definidas
casi por doquier por los teoremas de von Neumann y Bixkhoff‘) son iguales
c.p.d. en V. Para la independencia de < f >1' respecto a P es de nusvo
condicién necesaria y suficiente la transitividad métrica de V. Por tanto,
y en el contexto de la MecAnica Estadistica Cldsica,sl interés del citado
teorsma es minimo.

3. TEOREMA DE HOPF,

Es una generalizacifn dsl teorema de von Neumann que se presta a una
primera introduccién del concepto de "mixing",méds general que el de ergo-
dicidad y de gran interés en los tratamientos modernos de este tipo de
problemas,

En dicho tesorema no se trata de relacionar promedios temporales con pro-
medios en el espacio de las fases,sino que se demuestra que a partir de
una distribudén inicial go(P) en el espacio V la evolucién del sistema
es tal que Ut gD(P) - g(P) tiende hacia un valor estacionario y uniforme
g' . E1 valor medio de una cierta funcién f(P) viene dado por el producto
escalar usual ( f , g ).

El teorema de Hopf estableces que
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t0+T » 2
1im / I(Fvutg)_(an)l dt = 0

T2 t
o

(11.6)

lo que indica que el promedio temporal de las fluctuaciones estadisticas
en torno a sus valores limites tiende a cero cuendo T crece indefinida-
mente.

La relacidn (II.6) no expresa exactamente una convergencia en media,
como puede observarse compardndola con (II.S). La condicién necesaria y
suficiente para que se verifique el teorema de Hopf es,aparte las ya men—
cionadas,la de que exista transitividad métrica en el espacio V XV,
producto cartesiano de V por si mismo. Por supuesto que la medida inve-
riante en V induce otra medida invariante en V X V y 8s en funcién de
esta Altima como hay que definir la indescomponibilidad métrica del espacio
producto.

5i llamamos sistema "mixing" a aquel en que es vAlido el teorema de
Hopf y sistema ergédico a aquel en que se cumple el teorema de Birkhoff
y su corolerio,resulta que todo sistema "mixing" es ergddico,puesto que
la transitividad matrica en V es condicidn necesaria para la transitivi-
dad m&trica en V X V. De ahi que una forma de probar la ergodicidad de
un sistema sea demostrar que se trata de un "mixing",lo cual puede resul-
tar en algunos casos més sencillo. En el capitwlo VI se matizar8 el con-
cepto de "mixing®,que se puede presentar en dos formas diferentes: la fuer-
te y la débil; esta Gltima es propiamente a la que se refiere sl teorema
de Hopf.
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CAPITULO III. ADAPTABILIDAD DE LOS TEOREMAS ERGODICOS A SISTEMAS FISICOS

1. HIPOTESIS CUASI-ERGODICA Y TRANSITIVIDAD METRICA.

Como ya se indicé en la Introduccién,tanto la primitiva hip8tesis ergé-
dica como la hip6tesis cuasi-ergédica no constituyen una base sobrs la que
se pueda demostrar la requerida equivalencia entre promedios temporales y
de fase, La Teorfa Ergédica,que propiamente comienza con sl trabajo de
Birkhoff ya citado,presenta el problema de modo distinto: un sistema se
llamard ergédico cuando le sea aplicable sl teorema de Birkhoff, con corola-
rio inclufdo. La condicién necesaria y suficiente es la hipétesis de transi-
tividad métrica,que reemplaza asf a la primitiva hipétesis ergfdica y a la
cuasi-ergédica.

Por su interd@s fisico conviene resaltar aquf la distincién entre las hi-
pltesis cuasi-ergédica y de transitivided métrica. En lenguaje matemitico,
la primera exige que la trayectoria sea densa en el conjunto de puntos ac-
cesibles en el espacio de las fases. En cambilo,la segunda impide la exis—
tencia de conjuntos de medida no nula,invariantes,por los que no pase una
trayectoria cualquiera. Y @l que la traysctoria sea densa no presupone nada
sotre su posible penetracién en todo conjunto de medida positiva (*). Dicho
de otra forma: aunque la trayectoria sea densa no pasa,en general,por todo
conjunto de medida positiva,puesto que el complementario de la trayectoria
es de medida positiva y no contiene puntos de ella. Son,por tanto,dos con-
ceptos independientes: la trayectoria puede ser densa y sllo no implicar
nada sotre la existencia de transitividad métrica. En Teorfa Ergédica se
utilizan concsptos de teoria de la medida (transitividud) y N0 meros con—
captos topolégicos (cuasi-ergodicidad).

(*) El hecho de que un conjunto sea denso no prefija nada sobre su medida.
Asf,en un intervalo de la recta real los racionales y los irracionales
son densos y uno tiene medida cero y el otro la del intervalo.

Tampoco la no numerabllidad implica medida positiva ya que el conjunto
de expresiones decimales infinitas,obtenidas mediante la exclusién de una
cifra del sistema de numeracidn empleado,es un conjunto no numerable pero

de medida nula: (Cantor's Ternary Set,[48]).
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2. MEDIDA EN LA HIPERSUPERFICIE EE .

Los tsoremas ergfdicos son vAlidos en teoria abstracta de integracifn,
aunque nosotros los utilizamos solamente en el contexto de la Mecénica Es—
tadfstica. De esta forma el conjunto més emplio de puntos ha sido introdu-
cido como la parte invariante V del espacio de las fases TI' ,la trans—
formacién puntual es la dada por la evolucién temporal y la medida es la
inducida en V por la de Lebesgue en T ,que se conserva en virtud del
teorema de (douville,

E1 primer problema que se plantea es el de elegir la parte irvariante y
de medida finita V,en la cual se calculan los promedios,supuesta la inte—
grabilidad de la funcidn f(P). La eleccién V = I' no es apropiada porque,
aunque seguiria siendo vélido el teorema de Birkhoff (compruébese en la
demostracién),no lo serfan ni el corolario,que es el resultado fisico in-
teresante,ni los teoremas de Lewis,von Neumann y Hopf. Se trata pues de de-
terminar una parte irnvariante V c T ,que sea de medida finita y,por su-
puesto,métricamente transitiva.

Es usual suponer que el sistema est& aislado con lo cual la hipersuper-
ficie EE ,definida por la igualdad energfa = constante ,puede jugar el
papel del conjunto invariante V . Los promedios se calculan en la hiper—
superficie ZE -

promedios calculados en la colectividad microcanénica

con lo que en Teorfa Ergfdica juegan un papel relevante los

Una dificultad,que es preciso superar,consiste en que p(ts) = 0 por
ser EE de dimensién 2n-1 y estar definida , en I ,que es de dimen—
sién 2n . La solucién de tomar la medida de Lsbesgue en tE ,0en T,
no es adecuada ya que tal medida no resulta ser invariante, En un lenguaje
muy vulgar,pero intuitivo,el problema seria éstax“podemos medir u3 en un
espacio,y @stos son invariantes bajo una cierta evolucién temporal. E1 nd-
mero de m3 de una superficie es cero y el nlmero de m2 en la misma
no son invariantes., Se necssita definir una medida sobre la ‘superficie
que pondere las distintas partes de la misma de forma quﬁ'parciones corres—

pondientes por evolucién temporal tengan la misma medida,

(#) De hecho,es en la demostracién de la igualdad entre promedios micro-
candnicos y promedios temporales donde radica el valor de la Teorfa Erg6-
dica como instrumento de fundamentacién de la M. E. del equilitrio,ya que
los demds promedios estadisticos,candnico y macrocaendnico,se fundamentan en

8l primero.
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El problema de hallar tul medida irvariante en Eg ha sido resuelto por
Khinchin [19],en la hipdtesis de que las superficies de energfa canstante
sean suficientemente "“suaves" como para permitir el empleo de métodos ana-—
1fticos. Para ello consideremos la hipersuperficie ZE y otra préxima a
ella EE+AE ,que delimitan un conjunto de puntos FE c I' de medida finita
en el espacio de las fases. Sea M un subconjunto de EE y FM la parte
de FE que tiene a M como proyeccién ortogonal sobre EE. Lamando g
a la medida de Lebesgue resultaré:

ban(Ty) = /r Hpa(T) = /r Yonq Ty dny

M M
dH :
con E < H< E+AE y dnH = = , Resulta asi:
|grad H|
dH
wo(fy) = [ a, . (8) —— =
2n u ry, 2n=1""H |grad H|
E+AE
5 1 aH [y o, 4(Ey)
E £, M
H |grad H |

donde x. s la funcidn caracteristica del conjunto T, (1a que vale 1
para los i puntos de T, y cero pard el resto).
El teorsma de Liouville asegura la invariancia de pZn(ru) y,por tanto,
la invariancia de
E+AE

1m b2a(Ty) . 1tm L aH/ x, doq(Zy)

BE+0 T 0 AE+0 A€ E By M \grad ]

E+AE E
= 1lim . [/ dH [ Xy d""Zn—1(zH) -/ dH [ Xg d“2n—1(zH) ] =
AE-+ 0 AE o L, H |grad H| 0 L, H |ared H]

E
- “__[/ aH [ x, g (Ey)
dE " 0 £, "M l'gmd H
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- du2n-1(rE)
|grad HlFEE

Dicha integral es lo que definimos como medida de M en EE que, por

construccién,resulta inavariante. Asi:

m(m) = / dm(EE) a [ d“Zn-1(zE) (111.1)
M

M
|grad HIFhE

Se puede demostrar que esta definicién es compatible con las prescrip-
ciones del teorema de Lewis para el caso en que la Gnica constante de mo-

vimiento sea la energfa. Los promedios en EE se escriben as{:

<> - 1 / P(P)  Mon1'Te)
m(EE) ¢ |gred H| HeE

Y este promedio es el que coincide con el temporal si la hipersuperficie
de energia constante ZE es métricamente indescomponible.

Si hay m&s de una constante de movimiento el teorsema de Lewis proporcio-
na, junto con la generalizacién de la férmula (111.1),81 modo de calcular
los promedios de fase correspondientes. E1 procedimiento representa esen—
cialmente una reduccién del espacioc de fases accesible al sistema,acom—
pafiada de una redefinicién de la medida con el objeto de conservar su

invariancia bajo la evolucién temporal.

3. FASES EXCEPCIONALES.

Supuesta la transitividad métrice,el corolario del teorema de Birkhoff
asegura la igualdad entre los promedios temporales y los calculados en una
hipersuperficie métricamente indescomponible en el espacio de las fases,pa-
ra casi todas las trayectorias del sistema. E1 problema que se plantea es
cBmo garantizar la irrelevancia de esas trayectorias asociadas a fases ex—
cepcionales, En principio el sistema puede estar en un microestado esxcep-
cional y en este caso,aln existiendo transitividad métrica,no serfa licita

la igualdad de promedios.
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Para evitar esta dificultad se impone la condicién de que el efecto de
estas fases iniciales saa qupreciabla en los casos usuales,lo cual parece
sugerir una relacifn entre medida y probabilidad, En concreto se supone que
la distribucién de probabilidud para que se den unas fusaes de un cierto sub-
conjunto de I es funcién absolutamente contfnua(*) de la medida de dicho
recinto en la hipersuperficie de los puntos accesibles al sistema. Asi
resulta que la probabilidad de que el sisteme se encuaﬁtre an una fase ex-—
cepcional es nula por constituir todas las fuses excepcionales un conjunto
de medida nula. De esta forma a una teorfa abstracta como es la Teoria
Erg6dica se le dota de un elemento estadistico,como es la reslacifn proba-
bilidad-medida que,elevada a la categorfa de postulado,hace aplicable la
teorfa matemdtica a la Mecénica Estadistica,

Otra forma de resaltar la no importancia de las fases excepcionales as
pensar en la estructura de tipo "coarse-grained" que se usa en Mecdnica Es—
tadfstica,no s6lo cuando se quiere pasar de una descripcién dindmica del
sistema & una descripcién termodinémica,sino también en la descripcibn rea-—
lista de cualquier proceso de medida, En lugar de promediar funciones de
puntos se promedian funciones de '"celdas",conjuntos formados por microaesta-
dos indistinguibles entre s{ por medio de medidas macroscpicas instanté-
neas, Esta descripcidn es més grosera gue la microscépica completa ("fine—
grained" ), parque utiliza tan s6lo un pequsiio némero de variables macroscl-—
picas independientes. El valor que cada una de estas variables toma en
una celda determinada reprasenta un cierto promedio de los:valores que
dicha funcién tomarfa en cada uno de los puntos de la misma; como la celda
es de dimensién finita una integral,calculada en ella,rno viane alterada
por la influencia de conjuntos de puntos de medida nula,por lo cual,auinique
haya puntos excepcionales,en las promedios tipo "coarse grained" no se ma—

nifiestan; dicho de otro modoino hay celdas excepcionales.

(*) Una funcién de conjunto p es absolutaments contfnua respecto a una
funcién de medida m si,para todo e > 0 ,existe un & > 0 tal que para
todo M del dominio de p que verifique m(M) < 6 , se cumple |p(M)] < e.
Se deduce que p(M)=0 si m(M)=0. La continuidad absoluta en variable real

se puede entender como un caso particular de esta definicidn.
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4, SOORE LAS CONSTANTES DE MOVIMIENTO : TRANSITIVIDAD METRICA EXTENDIDA.

En los apartados anteriores hamos visto como los teoremas ergédicos
ordinarios (Birkhoff,von Meumann,Hopf) ofrecen una justificacién del cédl-
culo de promedios en Mec&nica Estadistica,en la hip6tesis de que la hiper-
superficie ZE sea mAtricamente transitiva. Por otro lado,el teorema de
Lewis,que no estd sujeto a tal limitacién,exige para su aplicacién el cono-
cimiento del invariante completo. Como la existencia de constuntes de movi-
miento distintus de la energfa rompe la transitividad métrica *) se com-
prends,en cualguier caso,el importante papel que dichas magnitudes juegan en
relacién con la posible ergodicidad del sistema.

El problema de la determinacién de todas las constantes de movimiento
de un sistema dado aparsce como fundamental., Por su relacién con teorias
ergédicas nos estamos refiriendo,una vez més,a constantes de movimisnto
globales y "aislantes" ( que reduzcan efectivamente la dimensién de la
parte accesible V del espacio de fases). Pero ni limité&ndonos a @stas
sabemos de ninglin trabajo que resuelva definitivemente el problema de
culntas y culles son las constantes de movimiento de un sistema fisico dado.

Una aportacién interesante,que suaviza la exigencia de transitivided
métrica,es la restriccién que Khinchin sugiere para la aplicacién de los
teoremas ergddicos. La idea consiste en aplicarlos solamente a funciones
da fase que representen observables fisicos. Y como diferentes puntos del
@spacio de las fasas pueden corresponder al mismo estado fisico,las funcio-
nes interesantes habrén de tomar los mismos valores en todos los puntos dei
espacio de las fases que representen el mismo estado, Estas funciones, lla-
madas "normales" por Khinchin [20],nn presuponen un tratamiento "“coarse-
grained" puesto que sigusn operando sobre puntos y no sobre celdas, As{,por
ejemplo,las funciones periédicas en las coordenadas angulares serfn las
Giicas aptas para repressntar observables fisicos. Del mismo modo,si el
sistema lo forman partfculas indistinguibles,una funcién normal ha de tomar
el mismo valor en un punto del espacio de las fases(fase especifica) que en
todos los que se obtengan a partir de &1 permutando sus coordenadas (fasa

genérica).

(*) Conviene insistir en el hecho de que la no existencia de constantes
de movimiento no se ha demostrado que sea condicién suficiente para garan—
tizar la transitividad métrica. Asf,por ejemplo,si se opera en la hiper—

superficie I_ ,no basta la no existencia de otras constuntes de movi-

E
miento distintas de la snergfa para asegurar la indescomponibilidad métrica

de la hipersuperficie de energia canstanta.
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En Mecénica Estadfstica tiene interés el teorsma ergédico aplicado a

funciones normales. Al ser menos fuerts sl teorema, la hip§tesis se suavi-
za y adopta otra forma llamada "transitividad m&trica extendida". Se dice
que hay transitividad métrica extendida cuando o bien se da la ordinaria

0 bien 8sta es violada por una descomposicién tal que en cada parts existe
cuande menos un punto representativo de todo estado fisico. En resumen:

el teorema de Birkhoff y su corolario se pusden aplicar a funciones normales
siendo la condicién necesaria y suficiente la existencia de transitividad
métrica extendida,

Con objeto de aclarar el concepto de transitividad métrica exterdida
es tipico presentar el siguiente ejemplo: sea un sistema con dos grados de
libertad representando otros tantos movimientos uniformes de rotacién que
sean independientes, Utilizemos como coordenadas generalizadas las vearia—
bles anhgulares 91 y 82 ,8iendo p‘l y p2 los momentos generalizados
respectivos. Suponiendo que los momentos de inercia correspondientes son
la unidad,el hamiltoniano del sistema seré:

2 2
Ho= 3(p, +p,°)
Para este sistema las ecuaciones de Hamilton son
&1/dt =P, dp1/dt = 0
dez/dt - P, de/dt = 0

con lo que p1 y p2 resultan ser constantes de movimiento. Como aqui
el espacio ' es de cuatro dimensiones se puede tratar de buscar otra
constante independiente de ellas. Por ejemplo: 61 Py = 62 Py sCuya deri-
vada con respecto al tiempo es cero y es independiente de las anteriores.
Consideremos ahora dos puntos del espacio de las fases que representen el
mismo estado fisico: por ejemplo P1-(61;62;p1;p2) y P2=(81+2n;82+2u;p1;92).
Las constantes de movimiento p1 » Py Y consecusntemente la snergfa,son
funciones normales,mientras que la 81 Py = 62 p1 no lo es,supuesto
Py ¢ P, + Luego no pueds haber transitivided métrica ordinaria porqus hay
constantes de movimiento distintas de E y,por haber entre &stas alguna nor-
mal, tampoco hay transitividad métrica extandida,

Siguiendo con el ejemplo la forma de conseguir ergodicidad serfa cal-
cular promedios,segln el teorema de Lewis,en el subconjunto del espacio de

las fases definido por

42



D1 - u)1 = cts,

= 0, = ctes.

que es un plano paralelo al 6,I 82 y desds lusgo una parte de la hiper-
superficie i(p12+922) = E = cte., Falta ver si hay transitividad métrica
extendida en este plano (desde luego tenemos transitividad métrica ordinaria
si cortamos ademés por la superficie e1p2-6°p1= cte.,lo cual carece de

sentido fisico).la trayectoria es
1
-
EstA constitufda por segmentos en un cuadrado de lado 2n y la condicién

6, =

1 8, + cte.

2

para que 8stos sean conjuntos finitos o infinitos de segmentos distintos
8s que w1/w2 sea racional o irracional,respectivamente. En este Gltimo
caso se pusde demostrar que si el cuadrado se subdivide en dos partes in-
variantes,de forma que todos los puntos fisicamente equivalentes estén
en la misma parte,una de ellas es de medida cero; es decir: el plano
91 62 es métricamente indescomponible,sn el sentido extendido,se las fre-—
cuencias son inconmensurables. En este caso los promedios temporales de fun—
ciones normales son iguales a los promedios calculados en el plano definido
por p1 = w, p2- wy ,8 pesar de la existencia de la constante de movi-
miento e1 Py = 62 Py e

La aportacién de Khinchin mejora el contenido fisico y la aplicabilidad
de la teorfa ergédica ordinaria. Pero no resuelve definitivamente el proble-
ma puesto que subsiste la dificultad de investigar la transitividad de las
hipersuperficies,o lo que es lo mismo,de encontrar las constantes de movi-

miento.
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CAPITULO IV : TEOREMA DE KHINCHIN

1. FUNCIONES SUMA,

Los teoremas erg6dicos precedentes son vAlidos con independencia del
némero de grados de libertad del sistema fisico. Son resultados de Din&mica
General, Khinchin ha p}opuesto un teorema ergédico que,aunque de alcance
més restringido que los de Birkhoff,von Neumann y Hopf,es perfectamente
aplicable a muchos de los sistemas macroscépicos reales [14]. Es un teore-
ma asintdtico.én el sentido de que es v&lido cuando el nGmero de grados de
libertad del sistema tiende a infinito. Adem&s,se'eplica a una cierta clase
de funciones més restringida que la clase de funciones integrables del teo-
rema de Birkhoff o de la de funciones normales citadas en el capftulo an—
terior, '

El teorema asintético de Khinchin se aplica a "funciones suma" yentendien
do por tales a aguellas funciones del espacio de las fases que se pueden
escribir como suma de funciones de las coordenadas de cada partfcula. Es
decir:

N
Fip) = ¢ f(pr)) (1v.1)
1=1
donde N representa el n@mero de particulas
de la fase P

(*). Las fi(Pi) dependen

del espacio de las fases I', del subsistema 1 . Natural-

mente fi tr;duca en dicho subsistema la misma propiedad que f repre-
senta para el sistema macroscépico.

Veamos algunas propledades de las funciones suma que se deducen de su
definicién. Comencemos por un estudio de su dispersién. Para este tipo de

funciones,promediando en la hipersuperficie de energfa constante £I_ se

E
obtiene:
N
< £ >b = §=1 < fi >h

donde cada promedio del segundo miembro se puede calcular operando en el

subespacio asociado a cada una de las particulas integrantes del sistema.

(#) Truesdell [46] trabaja con funciones suma del tipo f(P) = e
Esta definicién,si bien tiene menos sentido Fisico,simplifica N

HMZ

F,(P,).
g1 1)

algo los céllculos.
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La dispersién en torno al promedio anterior vendré dada por

o = < (Ff- <F>2)2>2 =

L, 2
<[ §=1( £, =<y >r) ] >

]
Mz
A

2
(f, ~<f, =)
IR 1 7% 14k

De estos dos sumatorios el primero es del orden de

> + I < ( fy =< Fi>t) ( fim < fi>

z

N ,ya gque se trata

) >

de N sumandos,todos acotados por hip6tesis. E1 segundo consta de N(N—1)

sumandos, cuya evaluacién constituye el exclusivo objeto del cap. VIII de

[4 ]. En 81 se demuestra que el segundo sumatorio es también del orden de

N ,al resultar cada covarianza del orden de

que las fi satisfagan las siguientes hipStesis:
- Cada Fi debe ser integrable en el respectivo Fi =

1/N . Para ello se requiere

- Al aumentar N ,cada Fi no debe crecer mAs répidamente que determi-

nada potencia de la energfa total E . Tal condicién sirve para garan—

tizar la convergencia de los promedios sobre cada Fi en el paso al

1Imite N o ,

—~ La correlacién entre dos de tales funciones fi y fJ es debida exclu

sivamente a la restriccién E - cte. . Para N - o tal correlacién

tiende a cero y se puede aplicar el Teorema del Limite Central

Por tanto,se llega a la conclusién de que

g ~ N2

51 se define ahora

o' = < f—<f’>z|>2

de la desigualdad de Schwartz se deduce que

(+)

(1v.2)

(%)

para calcular las caracteristicas estadisticas de la funcifn suma.

(*) Como es sabido,el Teorema del Limite Central proporciona la expresién

aproximada para la ley de distribucién de la suma de un gran nlmero de

magnitudes aleatorias independientes [12].

(+)oe (/ g(P)h(P)du ) = (/V [a(P)]? o ) ( /V (h(P)T? au )
Vv

haciendo g(P) = |F| ¥ h(P) = 1 se obtiene < |i"|>~2 s <>
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o'=<|f—<f>z|> <

) >, ]J“ - o v B (1v.3)

s [ <(f=- <f> .

2. TEOREMA ERGODICO PROBABILISTICO.

Tratemos ahora de relacionar promedios temporales y promedios de fase
para dicho tipo de funclones suma. Sea Ma el conjunto de puntos de EE
definido por

My = {PezE/ |<f>-;"<F>}:| >a |

siendo a una magnitud positiva arbitraria prefijada y < f >} un pro-
medio temporal del tipo que figura en (I.S). Definimos ahora

T = a
Moo= [ PeZ / | <f> - <f>| chees
slendo < f >T un promedio temporal (1.5) ,pero sin tomar el 1limite
T+, Yaque,por el teorema de Birkhoff < f > < f >} casi por

doquier podemos escribir,para valores de T suficientemente grandes una
desigualdad del tipo

m(MaT) > m(Ma) 2 3 m(Ma) (1v.4)

De (IV.4) se deduce,haciendo uso explicito de la medida sobre I
introducida en (III.1)

E

du(Zg)
/ T|<f">1_—<f‘>,£| 2 2m(MaT)izim(Ma)a

My |grad H| HeE 2

(1v.5)

Teniendo en cuenta la desigualdad de Schwartz,la integral de (IV.S) se

puede escribir

T du(Zo)
/ |17 flp)dt - <f>| & <
MaT T O | grad H|H=E
4 T dl-'-(z )
_ < = [ dt [ |F(F’t)—<f‘>z| E -
) d H|
T O M |gra e
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T du(Z,)
=1/ at / | F(P) = <f> | s <
T O MaT(t) |grad H|H=E
T du(z.)
s = [ at. | f(P) - <f > |_____Ji_______ =
T O s |grm1HhtE
g T
= o' mz.) -/ dt = o' m(Z)) (1v.6)
E T 6 E

Como los primeros miembros de (IV.5) y (IV.6) son iguales,la com—

paracién de los segundos da

m(Ma) . 4o

(1v.?)
m(EE) a

E1l primer miembro de (IV.?) representa la probabilidad de que al elegir
al azar un sistema de la colectividad microcanénica cometamos un error
de magnitud mayor que a al identificar el promedio temporal infinito
de una determinada funcién de fase sobre el mismo con el promedio micro-
candnico de dicha funcién. Como los promedios de funciones suma son,

por definicién,del orden de N ,y para ellas o'~ Ni ,un criterio de

equivalencia entre promedios se obtiene tomando para a el valor

a = N o 3/2

De esta forma las discrepancias entre promedios son pequefias comparadas

con los promedios. Asf tendremos:

N3/4 § N-1/4

(1v.8)

Prob { | <f > = <f> | > a ~

Una simple inspeccién del resultado muestra que la eleccién del valor de
a es arbitraria dentro de ciertos limites.

La expresién (IV.8) proporciona informacién sobre el orden de mag-
nitud del error cometido al identificar promedios. Como este error resulta
pequefio al ser N grande,la formulacién de Khinchin proporciona un teo-
rema ergédico probabilistico para sistemas macroscépicos exento,en
principio,de la hipStesis de transitividad métrica.
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E1 teorema de Khinchin presenta también algunas dificultades que con-
viene discutir. E1 paso de la férmula (IV.?),de naturaleza matemética,a
la (Iv.8),de pleno sentido fisico,se ha hecho suponiendo implicitamente
la conexi6n medida~probabilidad y,por tanto,que es poco probable que
los conjuntos de medida microcanénica pequefia se den en la préctica.
Asf,las fases iniciales se consideran aleatorias y su distribucién de pro
pabilidad se supone absolutamente contfnua con respecto a la medida
microcanénica,en el sentido explicitado en el apartado III.3 . E1l pro-
blema consiste en que el postulado de continuidad absoluta,necesario para
obtener resultados fisicamente relevantes,s6lo se aplica correctamente
cuando la medida se define sobre una superficie métricamente indescompo-
nible. Y una de las ventajas del teorema de Khinchin era,precisamente,el
no suponer tal indescomponibilidad.

Truesdell [46] trata de eliminar la dificultad anterior mediante la
introduccién de las llamadas integrales "controlables" ,que son aquellas
integrales de movimiento normales que representan magnitudes fisicas
cuyo valor puede ser determinado mediante observaciones macroscépicas.
si existen k integrales de este tipo independientes se puede definir
una medida invariante en una hipersuperficie m de 2Nk dimensiones,
en forma semejante a como se procede en la aplicacién del teorema de
Lewis. Se obtiene asf la llamada distribucién polimicrocanénica,que
se reduce a la microcanénica en el caso habitual en que la Gnica inte-
gral controlable sea la energia.

Las integrales no controlables (integrales residuales en la notacidn
de Truesdell) tienen forma y valores desconocidos para el observador ma-
croscépico y no son necesariamente normales. Por supuesto,lo interesante
serfa poder asegurar que las integrales residuales son irrelevantes para
la igualdad entre los promedios temporales y promedios en el espaclo de
las fases; pero,por el teorema de Lewls,que precisa del conocimiento
del invariante completo,sabemos que esto no es asi, La propuesta de
Truesdell consiste en suponer que las trayectorias para las que el teo-
rema de Khinchin no se cumplirfa constituyen un conjunto de medida peque-
flaen m . A tal fin se consideran los valores de las integrales resi-
duales como variables aleatorias con "igual probabilidad a priori" en
términos de la medida polimicrocanénica. Asi se llega a la llamada hipé-
tesis de la colectividad nula : " Al calcular promedios temporales hay
que conformarse con obtener resultados validos excepto para conjuntos de
pequefia probabilidad polimicrocanénica,definida en términos de integra-—
les controlables Gnicamente." [23 ]. Desde luego tal supuesto es una forma
velada y més débil de introducir la hip6tesis de continuidad absoluta.
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Truesdell considera que la hipétesis de la colectividad nula es el mi-
nimo compromiso al que hay que llegar para hacer compatibles teoria
ergédica y colectividades. Por supuesto admite que la probabilidad polimi-
crocandnica,basada en las integrales controlables Gnicamente,no tiene el
sentido fisico de las tradicionales. Es simplemente un artificlo que es-
tablece el criterio que permite determinar las trayectorias sin relevan—
cla para el teorema de Khinchin.

E1l m&todo de Khinchin también ha sido criticado utilizando el argumen—
to conocido como la "paradoja de las interacciones débiles". Esenclalmente
el razonamiento es el siguiente: la demostracién de Khinchin es vélida
Gnicamente para sistemas con hamiltoniano separable

N
H = L H, (P,)
T

Sin embargo,en este caso.existen N 1integrales de movimiento triviales
H = Ey

cién microcanénica.

con lo que no puede existir ergodicidad respecto a la distribu-

A propésito de esta critica nos gustaria sefialar,en primer lugar,que
en la demostracién de Khinchin [21] no aparece explicitamente la hipéte—
sis de la separabilidad del hamiltoniano. Lo riguroso seria afirmar,con
Truesdell [21] que " la esencia del método de Khinchin consiste en con-
siderar funciones cuya dispersién fasica es pequeriajaunque los detalles
(de la demostracién) han sido establecidos s6lo para funciones suma so-
bre un sistema con hamiltoniano separable,muchos otros casos quedan por
estudiar".

Independientemente de lo anterior la existencia de un hamiltoniano
separable es realista sélo si se supone que el término de interaccién,
de orden A ,es despreciable frente a la energia de cualquier componente.
Los resultados obtenidos entonces con hamiltonianos separables constitu-
yen una aproximacién al problema real. Por tanto se esté&n manejando dos
procesos de paso al 1imite: N-+o y A -+ 0 ,cuyo orden de aplicacién
es importante. La paradoja resulta de tomar primero el 1imite A - 0 .

Pero si se toma primero el 1fmite N - c , Mazur y van der Linden Lzs]

’
han demostrado que las principales conclusiones de la teorfia de Khinchin
pueden extenderse a sistemas con interacciones débiles entre sus componen—
tes introduciendo hipétesis suplementarias. Ademés,el dar priorided al
1fmite N - « parece apropiado puesto que una interaccién muy pequefia
frente a la energfa de las componentes puede conducir a efectos macroscé-

picos tales como transiciones de fase.
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En cualquier caso puede afirmarse que la Teorfa Ergédica Clésica queda
lejos de estr definitivamente establecida. Por un lado existe una dificul-
tad de tipo din&mico relacionada con la hip8tesis de transitividad mé&tri-
ca,o0 lo que es lo mismo,con la imposibilidad de establecer las integrales
de movimiento del sistema. Un segundo origen de dificultades radica en la
nacesidad. 'de introducir algln postulado tipo continuidad absoluta de ‘a
probabilidad respecto de la medida con objeto de eliminar la contribucién
de trayectorias excepcionales. Desde luego se trata de una hip6tesis esta-
distica mé&s débil que la teoria de colectividades,pero no obstante impo-
sibilita el justificar la Mecénica Estadistica en una base exclusivamente
dindmica.



CAPITULO V . ERGODICIDAD EN MECANICA CUANTICA

1. SOBRE LA MATRIZ DENSIDAD.

Supongamos, por analogfa con el tratamiento clésico anterior,que sl sis—
tema estd aislado y es finito,de modo qus el espectro del hamilt&niano H
se puede suponer discreto y con eventuales degeneraciones. Si la base dsl
@spacio de Hilbert la constituyen unas ciertas funciones ¢i(31'3é-""3n) B
& wi(Q) ,1a funcién ¥(Q;t) que describa el sistema cuéntico formado por

N partfculas,se podrd escribir asi:
oo
v(t) = v(g;t) = T o (t) o;(0)
i=1
Suponemos todas las funciones normalizadas a la unidad,con lo que los coe-

ficientes ci(t) definen el vector Y¥(t) en el espacio de Hilbert,con el

extremo fijo en la hipersupsrficis

- 2
T | g(t) [T
i=1

La traysctoria de este punto en la hiperesfera unidad viene dada por la solu—

cién de la ecuacién

H y(t) = 1n :?; v(t)

Esta evolucién se pueds caracterizar de igual forma por un grupo de trans—
formaciones Ut que dejan la hiperesfera invariante. Si el sistema esté
representado por un hamiltoniano independisnte del tiempo,se prusban sin

dificultad las siguientes relaciones

itH
e
n

U = exp ( -

v(t) = u. ¥(0)

u =1 (v.1)
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Para calcular valores esperados se opera del modo conocido. Si Y(t)
representa el estado del sistema y A @s el operador asociado & una propie-

dad fisica,el valor esperado de la misma se escribe asi:

A(t) = (y,Ay) = E'J c;(t) o;(t) (og4 Ao )

La igualdad anterior se puede escribir

ACt) = 5 pyg(t) Coyy Aoy ) = wlolt)a] (v.2)

8L se define el operador densidad p correspondiente al estado y(t)
mediante los elementos de matriz

pyy(t) = cj(t) oylt)

e puede demostrar

1) p es hermftico.

2) p es de traza unidad.

3) p= P' . Es decir: p es un operador proysccién sobre el estado

Y. ,con lo que 92 -p .

4) La ecuacién de evolucién de la matriz densidad es )
__B_ﬂ |

- — [ p g H ]

dt n
y la solucién se puede escribir

p(t) = b, e(0) uf

De modo que p(t) proporciona otra posibilidad de representar el siste-

ma culntico en el estado puro ¥(t).

(*) Puede pensarse que es 16gica la ecuacién (V.3) para dar la evolucién

de un operador.Pero este razonamiento es incorrecto. En primer lugar (V.3)
difiers en el signo de la ecuacién de Heisenberg; adem&s estamos trabajando
en imagen de Schrtidinger,en la cual los observables tienen dependencia tem—
poral explfcita. Para resumir: p(t) no representa una magnitud fisica,y por

tanto su ley de evolucién debe deducirse Gnicamente de su definicidn.
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2. COLECTIVIDADES EN MECANICA CUANTICA

Las colectividades en Meclnica Estadfstica Culintica pueden ser introdu-—
cidas en forma anfloga a como lo son en M,E, Clésica. La naturaleza incom—
pleta de las observaciones macrusclpicas ') nos permite asociar al siste-
ma real une colectividad de sistemas que corresponden a estados microscé-
picos compatibles con nuestra observacién. De esta forma a un sistema fi-
sico macroscépico le asociamos una colectividad de , sistemas independien
tes realizando todos ellos.el mismo macroestado. Cada uno de sllos estaria
descrito en un casa puro por una cierta funcién de onda Y a)(t) ,donde

a=1,2,..., y para cada una de sllas existe el dasarrollo

v le) - ;E C§“) (t) o

=1

A cada una de estas funciones ls corresponde la matriz densidad

*
o3 (1) = o) o) (o)

Seg@in lo visto anteriorments el valor medio cufintico de la magnitud A

en el sistema representado por !(0)(t) es

A(a)(t) - ( p(t:v) A)

y 8l valor medio de A en la colectividad valdré:

ATE] =

: (o ay. £ (L;:\' ("))A‘11

2
- Py
n 1 id n o=

Basta definir una "matriz densidad media” de la forma

n *
T U L O RO (v.4)

para que los promedios sobre la colectividad se escriban simplemente

KE] = w(pA) (v.5)

(*) La incompletitud a que nos referimos aquf tiene el mismo carfcter que
en M. E. ClAsica,y no debe confundirse con la debatida completitud de la

descripcién mec&nico-culntica.
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Esta nueva matriz § caracteriza la colectividad y es hermitica,de traza
unidad, aunque en gereral ya no es valida la igualdad
-2 -
P = P
La evoluci6n de p se deduce de las férmulas (V.3) y (v.4):

2 A 15,.4) (v.6)
ot h

y representa el andlogo culéntico al teorema de Liouville. Es equivalents a la
relacién

7(t) = u 7o) ut

con lo que el valor medio de un observable tomado sobre la colectividad

representada por p se escribe

ATET = ™ (8(t)a) = ™ (u. 7(0) “J) (v.7)

De esta forma se definen promedios y colectividades sin recurrir al es—
pacio de las fases,que en Mecanica Cuintica es muy peculier como consecusncia
las relaciones de incertidumbre para magnitudes canbrnicas conjugadus. Los
promedios en sl espacio de las fuses se sustituyen en el formalismo culntico
por el célculo de trazas,y la invariancia de 8stas bajo transformaciones
unitarias garantizea la de A(t) ,como fisicaments se podfa prever.

op 0

Se pueden definir colectividades estacionarias,para las cuales
y entre 8stas la de mayor relevarcia pare el problema ergbdico es 1thicro-
canbnica,que corresponde a una distribucién uniforme en torro a una estrechu @
banda de energfas de anchura 8E,caracteristica de la imprecisién de la
medicién macroscépica . Quiere decir que los niveles de energfa de la colectivi
dad estun contenidos en el intervalo ( E , E+¢E ) y la matriz dernsidad viene
dada mediante una funcién de la energfa que sea constante dentro del inter-
valo, 0 sea;

) s E+5E
[ Po 61J si E < E1 < E+§

0 para otras Ei

Py

siendo ?ﬁ = -%— si hay n valores propios de la energfa dentro dol irter—

valo y no hay degeneracién,
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De otra forma: dados E y E+8E se toman los valorss propios de H
comprendidos en ese intervalo., Sea n el nlmero de éstos, correspondientes
a los valores propios Ei y funclones propias respectivas 'i (suponiendo

que no hay deganaracidn). La matriz densidad de la colectividad microcané-

nica es
- 1 n
p =— T P (v.8)
n =1 Y

De acuerdo con una interpretacién usual de la relacién de incertidumbre
energfa~tiempo,para una obsevacién de duracién At hay una incertidumbre
en la energla dadea AE,del rango de h/ At . La magnitud 8E que caracte-
riza el intervalo que define la colectividad microcarénica ser8,en general,
mucho mayor que AE ,puesto que estéd asociada & observaciones macrosclpicas de
del sistema. Por tanto es razonable suponer

8E >> AE

Aunque en Mecénica Clésica la idea es la misma,alll supusimos que po-
dfamos tomar desde un principio el 1imite 6E - 0 , con lo que obteniamos
la hipersuperficie L_ . En rigor deberfamos haver definido la colectividad

E

microcandnica en el hipervolumen comprendido entre EE y I . Pero

en &l marco teérico de la Mec&nica Cl&sicea no hay limitacién §Z£§ sl valor
minimo de 8E,y de ahi la posibilidad de tomarlo como cero. En Mecénica
Culintica la cuarta relacién de incertidumbre impide tal cosa.

Al no utilizarse en MecAnica Culntica el espacio de las fuses como espa—
cio de descripcifn,no se puede trasladar mecénicamente el postulado de
igual probabilidad “a priori" (relacién entre medida y probabilidad en T I
Su equivalente es 8l de igual amplitud de probabilidad "a priori® y fases
distribuidas al azer para los estados culnticos no degenserados de un sistema,
una especie de equiprobabilidad sobre la parts accesible de la hiperesfera
uridad, Finalmente conviene indicar que a partir de aqui el problema que
nos ocupa serd,igual que en teorfa clésica,el de justificar la introduccién
de colectividades y,en particular,el de igualar promedios calculados sobre
colectividades con promedios temporales,susceptibles de representar magni-

tudes fisicas macroscépicamente observables.

3. TEOREMA ERGODICO ORDINARIO EN MECANICA ESTADISTICA CUANTICA.

También en Mecanica Estadistica Cu@ntica se pueden demostrar varios teo-

remas ergfdicos. Su sentido es anflogo al que tenfian en Meclnica Estadistica
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Clésica. Ahora la evolucién del sistema,que suporemos finito y aislado,

viene determinada por el movimiento del extremo de un cierta vector Y¥(t)
solre la hipsresfera unidad del espacio de Hilbert. A todo obssrvable re-
presentado por un operador hermitico,le corresponde un valor esperado cuéin—
tico ( ¥(t), A ¥(t) ) = A(t) que queda definido por la trayectoria del
extremo de y(t). Al igual que en el caso clésico se supone que la medida
axparimental no proporciona A(t) sino un promedio temporal del tipo (*)

1 T

—f A(t) dt

T o
La teorfa ergfdica en Meclnica Estadistica Culntica trata de encontrar
igualdades entre este tipo de promedios y los calculados sobre la colecti-
vidad microcandnica., Versmos que dadus las especiales propisdades de los
estados culnticos estacionarios este propésito encuentra dificultades adi-
clonales.

Sea un sistema en un estado puro descrito por Y(t) . Se trata de probar

la existencia del limite

.
1tm L/ aA(t) at (v.9)
T T o

si E1 y 'i son los valores propios y las funciones propias del
hamiltoniano tenemos

oo

v(0) = £ ci(o) Y, ,con ci(o) =ry exp( 1 o)

=1

« iE ¢t
W) - Loy oee(ia) eel- )y (44

La matriz densidad del estado puro representado por ¥(t) seré
: t
prt) = ror, oo 1(o=,)] e[ -1 (,€,)=~] =
i3 i°J i7y i7J n
t
= py,0) exp [ -1 (E;—€,) —
ij i) % ]

con lo que tendremos,para sl promedio cuéntico A(t) de un observable A

(*) MStese que aunque tal identificacién teorfe-experimento es habitual,re-
sulta diffcilmente conciliable con la perturbacién introducida en toda medi-
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A(t) = \;"J ry T e""[i("i’%)] exp[-i(Ei-EJ);—] A

y un promedio temporal se escribira:

i T
1 1 t
L/ o a(t)dt =% r,r, A, ep[i(e=,)] [— / exw[-1(E-€,) =] dt ]
T o i3 1s I ] T o 1 h ]

Tomando el 1imite para T - o« obtenemos

2

<A(t)>7 - :1: r,© A

11 (va11.1)
en el caso de que no haya degeneracidn,y
<A(t) > = ? ”12 Ay *+ f{ ry Ty Ay exp[i(ai-ad)]
J

(va11.11)
en 8l caso de qus la haya (1a segunda sumatoria se extiende a todos los
pares de fndices distintos a los gque corresponda el mismo valor de la
energfa). Esta expresién (V.11) constituird el anfllogo al teorema de
Birkhoff y de slla se deduce que el promedio temporal,sotre un estado
determinado,no depende de las condiclones iniciales (las fases qi)
cuando no hay degeneracién. En ests caso,y teniendo en cuenta qus el sis-
tema se encuentra en sl estado representado por (V.10),la colectividad
estd representada por un estado mezcla formado por un conjunto de sistemas
descritos por funciones similarss a Y(t) pero con fases iniciales arbi-
trarias oy distribufdas uniformements entre 0 y 2v. La matriz densi-
dad asociada serd,segln (V.4)

tq 1

Py =Ty Ty exp[-1(€,-€,) ;] 2 /! axp[i(ai-aj)] doy day =
2

- ri 61.1

y 81 promedio calculado con FiJ seré

- 2
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Comparando (V.11) y (V.12) se 1llega al siguiente resultado: el prome-
dio temporal y el promedio estadfstico son iguales si el sistema no presen—
ta degenerucién en la energfa. Esta ausencia de degensracién,que es condi-
cién necesaria y suficiente,aparsce como el anfllogo culéntico de la transi-
tividad métrica. Y ambos no se dan cuando hay constantes de movimiento,puss
en el formalismo cuéntico ello equivale & existencia de observables que
conmutan con el hamiltoniano e implica a su vez degeneracién de la energfia,
Del mismo modo que una imagen geométrica de la transitividad métrica pueds
darse diciendo que la trayectoria invade todo conjunto de medida no nula
en ZE !le hip8tesis culntica equivalente de no degereracién en el espectro
de H se puede interpretar como que la trayectoria de Y(t) ,sobre la es-
fera unidad,invade,en el sentido anterior,todo conjunto de medida no nula
antre los que representan la colsctividad estadistica descrita por la ma—
triz densidad de pesos respectivos riz.

La hip8tesis de no degeneracién del espectro del hamiltoniano es tan
restrictiva que hace que el teorema anterior carezca précticamente de cam—
po de eplicacién. La degeneracién es un hecho en los sistemas cuéinticos
més simples: &tomos y moléculas.Por otra parts,como puede observarse a par-—
tir de (V.11),la no degemsracidn no es necesaria para la igualdad de los
promedios temporal y estadistico si el sistema se encusntra inicialmente
en un estado propio de la energfa. Pero un sistema macroscépico no estaré
en general representado por un estado estacionario. Basta con considerar
el siguiente argumento cualitativo: por tratarse de un sistema macroscépico
encerrado en un volumen finito,los niveles de energfa estén tan préximos
que las interacciones entre el sistema y las paredss del recipiente impi-
den que el sistema mantenga constante su energia.

Ademés del teorsma que acabamos de expaoner y comentar existen,al igual
que en 8l caso clésico,otros teoremas que,partiendo de planteamientos mds
limitados, tratan de adaptarse a sistemas fisicos més préximos a la realidad.
Para una demostracién y critica de los mismos puede consultarse la obra ya
citada de Jancel [10]. Dado el carécter general de esta publicacién nos 1li-
mitaremos,en el resto del capftulo,a exponer poco més que un simple enun—

ciado de los mismos.

4. TEOREMA DE HOPF,

Con este nombre nos referiremos al equivalente cuéntico del teorema
clésico de Hopf. Sea B(t) la matriz densidad representativa de una co-
lectividad estdistica., El promedio del observable A sobre la colsctividad
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vendré dado por
w[ Ap(t) ]= [ Aw 5(0) ]

con wt definido por

A(t) = w,5(0) - u 50 vt

Se demuestra que si,ademés de la no degeneracién del hamiltoniano,no
existen frecuencias de resonancia en su espectro (es decir,si Ei- EJ P
Ek - E1 para todo i,Jj,k,1 ),y éste es fuertemente degenerado frente a

observaciones macroscépicas,se verifica:

1 5%t - * 2
11m -T/t | w[awp(0)]-m[Ap(0)]|“dt = O

T
o

(v.13)
donde p*(D) representa una distribucién 1imite. (Obsérvese la analogia
antre esta expresién y la (I1.6)).

La no existencia de frecusncias de resonancia en el espectro del hamil-
toniano es la condicién cuéntica equivalente a la clésica de indescomponi-
bilidad métrica del espacio producto TI' X I', En cambio,la condicién de
fuerte degeneracién macroscépica no tiene andlogo clésico y aparece como
una dificultad adicional del tratamiento culntico, E1 sentido exacto de
esta condicién se especifica cuando se hace la demostracién [25]. Tal
hip6tesis gueda autom&ticamente satisfecha utilizando los llamados "“obser—

vables macroscépicos” introducidos por von Neumann [27].

5. OBSERVABLES MACROSCOPICOS.

Los observables microscépicos no son,en general,simulténeaments medibles.
En cambio sf parece 18gico que lo sean los observables macroscépicos. De
ahf el interés en definir éstos a partir de los microscépicos,pero con las
propiedades convenientes de conmutatividad, Seguimos el método de van Kempen
[ZI] y comenzamos con el operador energia. Una medida macroscépica de la
misma estd siempre caracterizada por una ambigbedad 8E ,que es la que

se utiliza para definir la colectividad microcanfnica. Puesto que el n@mero
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de grados de libertad es habitualmerte grande siempre hay un gran nlmero
de valores propios de la energfa en el intervalo &E >> AE y,par tanto,
urna medida macroscépica no permite conocer valores propios de la energla.
Lo que tiene sentido es considerar,en el espacio de Hilbert,"celdas de
energia” 60 v 81 gone t’.v,... donde la celda Cv contiene todos los
elementos del espacio de Hilbert generados por los estados propios del

hamiltoniano H con valores propios comprendidos en sl intervalo

(e,- %y e+ &y )
2 2

Luego,en lugar del hamiltoniano microscépico

H = L E, P & T E, P
n o oy iy
( P' es el proysctor sobre el subespacio de valor propio Ei )
i
tendria més sentido el hamiltoniano macroscépico
Hae L & P
vV v v

(v.14)
8
siendo P & IV .
v im1 i
y s el nlmero de estados propios independientes contenidos en la celda ¢ ,
v
Por supuesto aste procedimiento ha introducido una degeneracién edicional
a la del problema de valores propios de H . Ahora cada "valor propio"

cv es sv vecaes degenerado,siendo

s, = ™ P (v.15)

Se trata ahora de construir un observable macroscépico G que conmute
con M ,partiendo de un operador microscépico A correspondients a un
obsservable culintico no medible simultélneamente con H ., Limité&ndonos &

érdenes de magnitud tenemos

BE-BA ~ |<[A,H]>|

Las obsarvaciones macrosc8picas se realizan con una limitacién dada por
60 >> AA ,de modo que

s 8G >> OE A

En representacidn de energia:
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(A H]y =(E-E)A, ~ 2EM < s (v.16)

S1 se toman i y J tales que Ei - E‘:| ~ &8

A AE AA

~ < & V.17
i " a (v.17)

De otro modo: los elementos Ai que corresponden a diferencias Ei - EJ

del orden de &8 se pusden desgreciar,lo que supone una prepondsrancia
de elementos relevantes en torno a la diagonal principal,y la banda rele-
vante tiene poca anchura comparada con el tamafio de las celdas Cv ,segln
la Gltima desigualdad. Despreciando los elementos de matriz irrelevantes
y agrupando los restantes en submatrices,correspondisntes cada una a una
celda, construimos una matriz que corresponde al operadox“‘&acmscdpim G .
Puede comprobarse que G y ¥ conmutan y,por tanto,medirse simulténea-

mente,pussto que

(G'u]aﬂ'(ca-eﬂ)aaﬁ =0 i dzp

ya que los Gnicos elementos no nulos de @ son aguellos para los que
a=f (1ndices correspondientes a una misma calda).

De esta forma se pueden construlr operadores macroscépicos que conmuten
con el hamiltoniano ¥ y se puede suponer que el estado macroscépico
queda definido por la energfa macroscépica y por un conjunto de operadpres
macroscpicos | G, B, Cyees | para los que es posible encontrar una
base propia com@n, lLos fndices se referirén siempre a celdas,no a los va-
lores propios mec@nico-cudnticos correspondientes a un tratamiento exhaus—
tivo.

6. TEOREMA DE VON NEUMANN.

En el tratamiento de von Neumann del problema ergédico [‘? ] se sustitu-
yen los observables micruscépicos A,B,... por los observables macroscé-
picos respectivos @G,8,... . Designemos por G(t) el valor esperado culire—
tico en el estado puro Y¥(t) (es usual limitarse al caso puro,porque la ge-

neralizacién a mezclas no ofrece mayores problemas) de modo que
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a(t) = ™ (Pyyy G)

siendo Py(t) 8l proyector sobre vy(t).

Para calcular promedios estadfsticos se generaliza la colectividad mi-
crocanfnica suponiendo que cada estado de la misma celda de energfa €
tiene la misma probabilidad. De esta forma se pueden calcular promedio; 85—

tadfsticos que designaremos por

Es w[%0)a)]

(P P)
con p(0) = E __1@)__"___ ]
v ™ P bt
v
siendo ‘B el operador que caracteriza la distribucién microcannica. Tiene
sentido calcular el limite

t +T
m L /° [a(t)-G)° at (v.18)
Tt

T
(o]

y deducir bajo qud condiciones la expresién anterior se anula. No parede
admisible la influencia de una cierta subdivisién del espacio de Hilbert
en celdas,que por un lado 8s necesaria para poder definir G a partir de
A y por otro resulta una subdivisién arbitraria por cuanto lo es la elec-
cién de sus centros, Para eliminar esta arbiltrariedad von Neumann calcula
el valor de (v.1a) promediado sobre las posibles subdivisiores del espacio
de Hilbert en celdas macroscépicas ‘). Para hallar este promedio se utiliza
la hip6tesis de equiprobabilidad para todos los observedores macroscépicos
(todas las posibles subdivisiones del espacio de Hilbert en celdas macros—
obpicas). Y con #sta,mAs las habituales de no degeneracién y ausencia de
frecuencias resonantes en el espectro del hamiltoniano,von Neumann demues-
tra que el promedio para todos los observadores macroscépicos de la expre-
sién (V.18) es del orden de N/ ;V siendo N el nGmero de celdas y Ev

8l n@imero medio de estadps propios de la energfa por celda macroscépica PV.

(*) Aunque a diferentes macro-observadores corresponden diferentes subdi-
visiones en celdas ( | @ (a). 8 (a),... | para el observador "o" y

l G (B), 8 (B),... l purz al OD:ervador waw ) s8 supone que cada macro-ob-
ser:ador d:tarmina el mismo nGmero de celdas p = v = ,.. = N ,asociado a

la precisién de los aparatos con que se sfectla la medida.

62



E1l teorema resulta de aplicacién fisica dado que la pequefiez del cociente
N/ s estd garantizada por tratarse de medidas macroscépicus.
Envtrabajos posteriores [zﬁ] se ha puesto de relieve que las hip6tesis
de no degeneracién y ausencia de frecuencias resonantes no son necesurias
para la demostracién del teorema de von Neumann, Podria pensarse que esto
constituye una simplificacién,pero si con tan s6lo la condicién de igual
probabilidad para todas las subdivisiones se puede demostrar el teorema,
no hay criterios para saber si un sistema,supussto que el observador efec-—
t@a medidas macrosclpicas,es ergéfdico o no. M4s bien se llega a la conclu-
sifn de que todos los sistemas macroscépicos son ergfdicos y éste es un
resultado que,por su generalidad,ha hecho poner en duda la validez de la
hiptesis de igual probabilidad para todos los observadores macroscépicos.

7. OTRAS ALTEANATIVAS AL PROBLEMA ERGODICO CUANTICO.

Las objeciones al teorema de von Neumann se han dirigido,en concreto,
contra la hipftesis de igual probabilidad para todas las subdivisiones en
celdus y el consiguiente promedio sobre macro-observadores. No obstante,
la esencia de la introduccién del "coarse-grained" parece apropiada pawa el es
establecimiento de otros teoremas ergfdicos cuBnticos.

Entre los trabajos més relevantes en este sentido figuran los del "“gru—
po de Mildn* (30] . Tras una critica del método de von Neumann (*) el
citado grupo presenta una solucién alternativa al problema ergédico,susti-
tuyendo el promedio sobre macro-obsarvadores de von Neumann por un prome-
dio sobre todos los estados iniciales posibles del sistema. Utilizando las
propias palabras de loinger afadiremos que "... Desde un punto de vista
puramente matemé&tico,la relacién entre nuestra forma de promediar y la de
von Neumann 8s andloga a la que hay entre las interpretaciones "activa" y
"pusiva" de toda transformacién de coordenadas ...". Los resultados obte-
nidos son muy similares a los de von Neumann,pero empleando tan sélo dos
hip8tesis generales: sistema macroscépico con muchos grados de libertad

y unitariedad del operador evolucién. Aunque de difersnte contenido fisico

(*) En el trabajo que se cita,la critica se resume asi: "... En conclusién,
gl resultado de von Neumann,que es (nicamente una consecuencia matemética
de promediar sobre la subdivisién en celdas, tiene un significado abstracto,
puruamente geom@trico,desprovisto de toda significacién fisica".



las dos hip6tesis de equiprobabilidad,esenciales en los respectivos teore-
mas,no son susceptibles de verificacién para los sistemas fisicos ordinarios.
Mo proporcionan,por tanto,criterios précticos para decidir si un sistema

es ergfdico o no. E1 promedio sobre estados iniciales resulta también ser
s6lo un recurso matemético.

Un trabajo interesante por tratar de obtener un teorema ergédico cuén-
tico en una linea completamente diferente de la marcada por von [leumann 8s -
el de Ludwig [31]. Parte de un rechazo del concepto de observable macros—
cbpico tal como lo introduce von Neumann,baséndose en que tal concepto debe-
ria definirse a partir del sistema,y no del observador,supussto un gran nl-
mero de grados de libertad para el mismo. Se trata de dar criterios de
ergodicidad basdndose en caracteristicas del sistema (objetivas) y no en
las de las observaciones (subjetivas). Tras introducir nuevos conceptos,
como los de "discernibilidad entre dos estados" y "medida de discernibilidad"
para tener en cuenta el cardcter macroscépico del sistema,obtiens la siguien—

te condicién suficiente para la existencia de ergodicidad:

-P <
hyy =Py vyl 1

donde YJ as un vector propio cualquiera del hamiltoniano y Pi es el
operador proyeccién sobre una celda caracterizada por un méximo de entropia.
Condiciones de ergodicidad similares han sido obtenidas por Prosperi y
Scotti [32].

Dado que,en cualquier caso,los teoremas ergédicos cuéinticos rigurosa-
mente demostrados resultan inaplicables a los sistemas reales,parece apro-
piado llegar a la conclusién de que es muy diffcil probar la existencia de
sistemas fisicos ergédicos. Este argumento ha llevado a Jancel [33] a
establecer, con restricciones similares a las de Khinchin en clésica, teore-
mas ergédicos cudnticos probabilisticos. Pero dado que para llegar a ellos
se utiliza el promedio sobre observadores macroscdpgcos en el sentido de
von Neumann,no los revisaremos aquf,a la vista de la ya comentada irrele-

vancia fisica de tales promedios.
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CAPITULO VI. TEORIA ERGODICA MODERNA

1. INTRODUCCION.

En los capftulos precedentes se ha expuesto,en sintesis,la que podriamos
1llamar teorfa ergfdica ordinaria. Se ha desarrollado con mayor profundidad
la ergodicidad de sistemas cldsicos porque la teorifa ergldica culintica no
ha proporcionado resultados de mayor relevancia, Asf,a pesar de los distin-
tos teoremas,de sus aplicaciones a sistemas reales,y de los intentos por su-
perar las dificultades que tal aplicabilidad originaba,la conclusién final
es que el problema erg8dico no estd rigurosamente resuelto. QuizAs la Gnica
posibilidad actual de avance en cuanto a la solucién efectiva de dicho pro-
blema,se basa en unas directrices marcadas por fisico-matemdticos de la que
podriamos llamar "Escuela Rusa",a partir de los afos cincuenta., Una importag
te resena bibliogréfica de los trabajos que han marcado esta pauta,asi como
una introduccién rigurosa a la teoria ergddica moderna,se encuentra en sl
libro de Arnold y Avez titulado “Ergodic Problems of Classical Mechanics"[41 ].
En este capitulo trataremos de exponer sucintamente las bases de esta teoria
erg6dica moderna,

Los conceptos que vamos a introducir en los apartados siguientes se apli-
can a sistemas din&micos abstractos que son generalizaciones de los sistemas
de la Mecanica Clasica., Tales sistemas se pueden clasificar atendiendo a cier
tas propiedades asintfticas de su evolucién temporal. Y esta clasificacién
s8 realiza con una cierta jerarquia,en el sentido de que los sistemas de una
cierta clase automédticamente son sistemas de la clase inferior,como tendremos
ocasifén de comprobar,

Por supuesto esta nueva descripcién no se limita a introducir definiciones
que sirvan Gnicamente para plantear el problema ergfdico en otro lenguaje,
sino que con estas directrices se ha conseguido la resolucién de problemas
prdcticos reales como puede ser el demostrar la ergodicidad de un sistema de
esferas duras en un volumen paralelepip@dico con paredes absolutaments refleg
tantes (gas de Boltzmann-Gibbs ) [2 ]. Por todo ello nos parece que una puesta
a punto en ergodicidad,por escasas pretensiones que tenga,no puede pasar por
alte la existencia de estos modernos tratamientes, En esta introduccién nos
limitaremos a exponer métodos generales y teoremas cuyas demostraciones rigu—

rosas, insistimos,se encuentran en el libro de Arnold y Avez.
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2. SISTEMAS DINAMICOS ABSTRACTOS.

El estudio de un sistema cldsico desde el punto de vista del problema er-
gbdico lo hemos realizado a base de tres conceptos fundamentales en la teoria:
1) Un espacio fasico I' real,cuyos puntos representan estados del sistema.

2) Un grupo de automorfismos Tt que act@Ga sobre I' y que asociamos a la
evoluciédn temporal,

3) Una medida u definida sobre T y que es invariante bajo Tt en virtud
de las ecuaciones de movimiento del sistema,

Pues bien,si desposeemos a estos tres conceptos del significedo fisico con-—
creto llegamos a un concepto nuevo que llamaremos "sistema din&mico abstracto"
caracterizado por la terna (', T, u ),que representa simplemente un espa-
cio con medida invariante ante un grupo uniparamétrico de automorfismos. Las
elecciones concretas de I' , T, u dan lugar & diferentes posibles sistemas
din@micos., Hay que resaltar que en la definici6n mas general el grupo T pue-
de ser un grupo discreto de automorfismos.

Dos sitemas dindmicos abstrectos (T, T, ) y (T', 7", u' ) son

isemorfos si existe una aplicacién biyectiva A de T sobre TI' teal que:

' [A(E) ] =u (L) para todo EcT
-1 ! (v1i.1)
T"= ATA
El considerar sistemas isomorfos es importante porque todoes elles presen—
tan las mismas propiedades asint6ticas,que son las que resultan relevantes
en ergodicidad. Quiere ello decir que si se prueba la ergodicidad de un sis-
tema dinAmico abstracto,tal propieded esté garantizada para tedes les sitemas
isomerfos con el original. En este sentido la teoria no s6le va a preoporcionar
criteriss de ergodicidad sino formas de descubrir sistemas ergédicos a partir
de une dado. Esto es asf porque las propiedades en gue estamos intersesados
dependen de la medida y de la estructura del grupe y todo elle es equivalente
en sistemas isomorfos,
En cambio una formulacién tan general como &sta puede tener el inconvenien—
te de que el sistema fisico reel en el que estemos interesados no presente
las propiedades del correspondiente sistema din&mico abstracte. Aclaremos
este punto, La forma usual de estudiar los sistemas din&micos abstractos es
descubrir propiedades de los mismos vAlidas pera todos los sistemas excepto
para algunes que forman un conjunto de medida nula; y esto es razenable cuan—

do el interés radica en estudiar un sistema abstracto come el ente general
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que es, Pero podria ocurrir que la clase de sistemas fisicos reales en los

cuales estamos interesados esté inclufde en ese cenjunto de medida nula,bien
por la forma especial de preparacién o en virtud de ciertas condiciones que
ignoramos por trascender en modelo empleado. Por tento la aplicacién de la
teorfa general a casos particulares debe cuidarse extremadamente per no estar

garantizada.

3. PHOPIEDADES ERGODICAS ; JERARQUIA DE SISTEMAS.

Cen objeto de definir propiedades asint6ticas de los sistemas dinémicos
abstractos cemenzamos por introducir las definicienes ordinarias de promedios
espaciales y temporalses, Sea el sistema (I, T, )J)o (T, LI )
segln que el grupo de automorfismos sea discreto o continuo. El premedio
espacial o fasico de una funcién f definida en T ,si existe,es el defi-

nido por

fFe /[ f(x) du con x €T (v1.2)
r

Supendremos que la medida y es finita y que se ha escogido de farma que
u(r) = 1.
E1l promedio temporal,si existe,es el definido por
N=1

*
f = 1lim b3 AT x) con x€T y né€ il
N -+ N n=0

1=

para el caso discreto

} (vi.3)
* 1 1 +
f = 1m [ f(1, x) gt con xer y ten
T 0

-

para el caso continuo

Con las definiciones anteriores la ergodicidad se enuncia asi 3 un sistema
dinamico abstracto es ergédico si para toda funcién p-sumable los promedios
espaciales y temporales son iguales,salvo para puntos de un canjunte de me-

dida nula. Es decir :

*
A i casi por doquier en T . (v1i.4)
*
Para un sistema ergédica,por tanto,el promedio temporal f ne depende del
punte inicial x .
Puede suceder que para algunos sistemas I sea la unifn disjunta de dos

conjuntos r1 y F2 ,de medida positiva,e invariantes bajo T . En este

67



caso el sistema (T s T‘, n ) se dice que es descomponible, Por supuesto

un sistema descomponible no puede ser ergddico,ya que tomanda

f( 1 para X € F1

x) = ! Q para x € r2

el premedio F* es,en este caso, f(x),que depende de la x inicial. Un sis-
tema indescomponible se dice tiene la propiedad de transitividad métrica y
@sta es condicién necesaria y suficiente para la ergodicidad de un sistema,
ceme ya hemos tenido ocasi6n de demostrar en el cepfitulo I .

La descripcién matemAtica de lo que es un sitema "mixing",utilizando el
lenguaje abstracto que venimos empleando,proviene de abstreer le que intui-
tivemente admitimos que sucede al mezclar tinta y agua en la preporcién 20 %
y 80 % respectivamente,por ejemplo. Bas&ndonos en este ejemple debida a Gibbs
definimos a un sistema abstracto ( T , Te o u) como "mixing" cuande para todo

par A,B de conjuntos medibles se verifica

1im w[ 1A nB]= u(r)-ulB) (v1.s)

La propiedad de "mixing" es mAs fuerte que la de ergodicidad en el sentido
de que "mixing" implica ergedicidad. En efecto : sea A un cenjunta medible

de I' e invariante bajo el grupo Tt . Para tode t se verifica

Tt ANA=sA

5i el sistema es "mixinx" ,aplicando (VI.S) resulta

1im w(A) = p(A)-u(A)

t +
con 1o que pu(A) es cero o uro. Y esto ne es sine una de las distintas for-
mas de decir que existe indescomponibilidad métrice ; o lo que es le mismo:
el sistema "mixing” ha resultade ser ergédice. Per supuesto el recipreco no
es clerte,como se comprueba con un simple contraejemplo : el de las trasle-
clones de un toro [34].

La propledad de "mixing" es bastante mas restrictiva que la de ergodicidad.
Entre ambas existe una propiedad intermedia en implicacién,la de "mixing"
d8bil,que se enuncia esf : un sistema dinamico abstracto (T, L )
es "mixing" débil si para todo par de conjuntos medibles A,B de I se
verifica

1tm 1 ¥ ! | w(rA 0 8) - u(A) u(B) | dt =0 (VI.6)
0

T T
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Interpretada en términos de la mezcla tinta-agua,la propiedad (VI.S) indica
que después de un tiempo suficientemente grande la proporcidn de tinta en
cualquier regién del vaso es aproximadamente del 20 % ,excepto como mucha
en algunos instantes de tiempo aislados en los que la proporcién podria ser
distinta,

Los enunciados de la definicidn de "mixing” (a veces llamado “mixing"
fuerte) y de "mixing® débil se han referido al casa continuo., Obviamente las
mismas definiciones se adaptan sin ninguna dificultad al caso discreto (véase
NT:3)s

E1 teorema de Hopf,que se enuncié en el capftulo II,precisamente lo que
da es la condicién necesaria y suficiente para que un sistema sea "mixing"
débil : la indescomponibilidad métrica de I x I' ,producto cartesiano de
I' por si mismo,con medida inducida por u .

Dado que en las aplicaciones de la Teoria de Sistemas Din&micoa Abstractos
a la Fisica el "test" de la indescomponibilided métrica resulta inviable en
la préctica,ha constitufdo un avance importante el obtener otros criterios
(para "mixing" débil,por ejemplo) en tdrminos de la teoria espectral de ope-
radores en un espacio de Hilbert. Sea £2 (r,u) el espacio de Hilbert cons—
titufdo por las funciones univaluadas de I' que sean de cuadrado p-integre-

ble, con producto escalar

<f|g>=/ ng‘
r

donde hemos indicado por ¥ 1la funcién complejo conjugada de f. Una trans-—

formacién Tt definida en I' 1induce en £2 un operador Ut definido de

la siguiente forma :
U, f(x) = f(Tt x) para toda f € £,

A partir de la definicién de Ut es trivial comprobar gue se trata de un

operador lineal que admite inverso y que es isométrico. Por tanto Ut es
5 . Si t wvaria con continuidad Ut consti-
tuye un grupo uniparamétrico unitario continuo.

un operador unitario sobre §

61 limitamos nuestra atencién a los sistemas fisicos reales interesantes,

el operador Ut es habitualmente de la forma

U, = exp (1L¢t) (v1.?)

donde L es un operador autoadjunto,que en Mec&nica Clésica es precisamente

el operador de Liouville. Una funcién f € £2 invariante es una funcién
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.

propie de IJt corraspondiente al valor propio 1 (o sea,al valor propio

cero del operador de Liouville) por verificar :

Fau f - ettty

Los argumentos expuestos al principio de la seccién 3 del capftulo I per-
miten establecer como condicién necesaria y suficiente de ergodicidad el que
todas las funciones invariantes sean constantes,casi por doquier en I .
Dado que las funciones constantes son todas proporcionales entre si,les cons
tantes son funclones propias de Ut correspondientes al valor propio simple
(na degenerado ) uno. Si hubiera degeneracién existirfan funciones invarian—
tes no constantes y no habria ergodicidad. Se llega asf a una nucva formula-—
cién de dicha propiedad: el sistema ( I ,Tt , ) es ergédico si,y solo si,
uno es valor propio simple del operador inducido Ut ,(o si cero es valor
propio simple del operador de Liouville en sistemas fisicos ordinarios).

La condicién de "mixing" dada por (VI.5) se formula en lenguaje de opera-

dores asi: el sistema din@mico (T , T o b ) es "mixing" si,y solo si

11m <U flg>=<fl1><1]g> (vi.8)
t o

para todo par f,g € £2 ,y donde 1 es la funcién constante 1 enT .

También se puede probar [35] que un sistema es "mixing" débil,en el sen—
tido de satisfacer la relacién (VI.6) si,y solo si,el Gnico valor propio
discreto de Ut es 1 ,siendo continuo el resto del espectro; es dacir,si
las constantes son las Gnicas funciones propias de Ut .

Otra propiedad que sirve para reconocer a un sistema "mixing" (fuerte)
puede enunciarse en términos espectrales. Un sistema dinémico (r, Tt , B
se dice que tiene espectro de Lebesgue tipo LI si existe una base ortonor-
mal de £2(r,u) formada por la funcién 1 y las funciones Fi,J ,con

ieI , Je Z , tales que

u, f = para todo 1,J. (v1.9)

t 1,4 fi,J+1

siendo Ut el correspondients operador inducido por la transformacién Tt &
E1l cardinal del conjunto de 1ndic§s I se llama multiplicidad del espectro
de Lebesgus., Si 1 8s infinito numerable se dice que se trata de un espec—
tro de Lebesgue infinito numerable y si I contiene un Gnico elemento se

dice que el espectro de Lebesgue es simple. Pues bien,con esta notacidn se
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pusde demostrar el siguiente teorema : Un sistema din@mico con espectro de
Lebesgue es "mixing" (fuerte) [36].

Con objeto de aclarar lao que significa la existencia de espectro de Le-
besgue y presentar al mismo tiempo un ejemplo de sistema din@mico abstracto
introducimos el‘siguisnte:r sea I = | (x,y) mod.1 } el toro cuadrado de

lado unidad con la medida de Lebesgue dy = dx-dy y el automorfismo

) = ( — ) () (v1.10)

Como esta transfaormacién tiene determinante unidad conserva la medida.
Tomando como conjunto de puntos inicial en ' el gato (tan usual en algtn
otro epartado de la Fisica) se obtisnen los siguientes conjuntos,tras una

y dos aplicaciones del automorfismo :

LB/yy

) A (1 3) A

11
A (1 2

Es sabido que el conjunto de funciones
( 2ni(px+ay )
f X E @8 ¥4
o V) P,q €
forman una base ortonormal de £2 (r,u). El automorfismo U inducido en £2

es tal que
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2mi(px'+ay*)

U Fp'q(x,y) = fp'q(x',y') = 8 =
emi[p(x+y J+a(x+2y)] 2mi[ (p+a)x+(p+2q)y]
= B = e =
= K osg mpg vy ) (vi.11)

Como ademés fo,o =1 se cumplen las condiclones de existencia de espectro
de Lebesgue. Ademds se trata de un espectro de Lebesgue infinito numerable,
pues en este caso I = Z . Por tanto este sistema abstracto es "mixing"
(fuerte) y, consecuentemente, ergédico.

En la jerarquia de sistemas din&micos que estamos estableciendo le llega
el turno a un nuevo tipqha sistemas,los llamados sistemas K ,introducidos
originariamente por Kolmogorov bajo el nombre de sistemas cuasi-regularss.

Para definir un sistema K se necesita una particién de T©' 1 o = lAiI
i€ I ,siendo Ai partes de [ ,disjuntas dos a dos,de medida no nula y

con unién I . Es decir:
w (AN Aj)=0 para 1 4 j

" (Ai) 40 para todo 1€ I

n (r-u a
ie1l

)
La particién o se dice que es medible cuando existe una clase numaerable
B = l BJI J € 4 ,de conjuntos BJ

1) Cada BJ es la unién de conjuntos de o .

medibles tales que:

2) Para cada par Ai'AJ de o existe un BL de B tal que Ai o Ek y

AJ¢8K o bien Aiq‘:liKyAJCBK.

De acuerdo con la definicién toda particién finita o numerable es medible.
Por otra parte se consideran aquivalentés dos descomposiciones que se dife-
rencien exclusivamente en conjuntos de medida nula,

Entre las descomposiciones medibles de un conjunto I' se puede establecer

una relacién de orden parcial del siguiente modo: o, < a, quiere decir que

1
cada conjunto de o, es una unién de conjuntos de oy . Equivale a indicar

que,si la diferencia entre ambas particiones no radica en conjuntos de medida

nula, o representa una descomposicién mas fina que o

2 U
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Un sistema din&mico (T , Tt , u ) se llama sistema K cuando existe

una particién medible o que cumple las tres condiciones siguientes:
1) Tt a =a 2a para todo t > 0.
2) V Toa=¢

t
3) /} Tpa=1V
donde € es la descomposicién puntual de I (la mas fina que existe) y \
es la particién de I' en la que éste es el Gnico elemento (1a mas grosera
que existe), E1 simbolo de la segunda corndicién expresa que ¢ es la menor
descomposicién que contiene a todas las ap o Y el simbolo de la tercera
indica que | es la mayor particién que esté contenida en todas las oy -
Por supuesto que las palabras meror y mayor tienen aqui el sentido que se
deduce de la relacién de orden antes enunciada. Teniendo en cuenta la irre-
levancia de los conjuntos de medida nula la definicién de sistema K implica
que todo elemento de una descomposicién irwariante de T (para la cual o= a)
tiene medida cero o unidad. Consecuentemente el sistema K es ergddico.

Se puede profundizar en el estudio de los sistemas K lleg&ndose a la
conclusién de que realmente su definicién es mucho mas restrictiva que la
de ergodicidad. En concreto,los sistemas K tienen espectro de Lebesgue
infinito numerable y,por tento,presentan la propiedad de "mixing"(fuerte).
En particular,puede demostrarse que el automorfismo sobre el toro en dos
dimensiones definido por (VI.10) es un sistema K . La prueba de que el mo-
delo de gas de Boltzmann—Gibbs,citaedo en el apartado VI.1, exhibe ergodici-
dad,consiste realmente en demostrar que tal modelo es un sistema K y,conse-
cuentemente, "mixing" y ergédico [2,].

Finalmente introduzcamos el Gltimo grado en la jerarquia : los sistemas
de Bernouilli. Sea Zn -1{01,2,... =1 | el conjunto de los n primeros
nGmeros enteros no regativos. Tomemas como espacio ' de un sistema abstrac
to el producto cartesiano an . Quiere esto decir que los elementos de T

son series bilaterales infinitas del tipo

H a sa s a

cesi 8o 8,58, ;8 8 ... oon & €7

La medida puede introducirse de esta forma, Partiendo de una medida normali-
zada u en Zn :

p(0) = Py w(1) = Py i oeee i p(n=1) = Prq i E Pg=1
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se pueds definir para los "cilindros elementales" AiJ

AJ_

T { (...56_1;6 61;...) €r | a; = J |

o
la medida (AiJ) = p\j .
Como los conjuntos medibles de [ se pueden obtener a partir de inter-—

secciones de diferentes AiJ basta definir la medida de la interseccién

3 J
A 1n...nAik

i i todos diferentes.
i1 K

greeeedy

Tal medida se define como el producto de sus respectivas medidas., Quiere
ello decir que si un conjunto de ' es tal que para sus distintos puntos

se cumple 311 - J1 SRSt aik = Jk su medida seré& el producto pJ‘| .% ka.
El automorfismo T 1lo tomaremos como el que asocia al elemento | 8y | de

I' el elemento ] a de modo que se trata de una simple traslacién de

i+1t !
lugar a la derecha para todos los elementos de la serie bilateral., Este trans
formacién es invertible y conserva la medida [3;].

Un sistema dindmico abstractoa (', T ,u ) del tipo que acabamos de de-
finir se llama esquema de Bernouilli y se denota por B(po; ese 3 pn_1). Uni
sjemplo usual lo constituye el lanzemiento sucesivo de una moneda al aire.
Los elementos de I = 22Z son series bilaterales infinitas de ceros (caras,
por ajemplo) y unos (cruces). Ai0 representa el conjunto de elementos de
I' en los que en el lanzamiento 1-8simo se obtuvo cara . Por tanto,en este

caso,parece natural adoptar como medida
J J
,.(Ai)-pmb(Ai).5

Otro ejemplo tipico de sistema de Bernouilli es el constituldo tomando
como I el cuadrado de lado unidad y como operador de evolucién (no del
tipo hamiltoniano en este caso por tratarse del caso discreto) la llamada
transformacién del panadero ("beker's transformation") porque su efecto
recuerda,an cierta forma,el moldeado de una masa., Si en el instante t wun
punto fasico repressntativo es el (x,y) , en el instante t+1 le corres-
ponde aquel que se obtiene reduciendo su ordenada a la mitad y ampliando
su abcisa al doble mddulo uno ; en la figura adjunta se indica el resultado
de aplicar esta transformacidn a un cuadrado en el que figura la imagen de una

‘sufrida’ silueta.
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La férmula analitica parea esta transformacién es:

(2x, 3y) si D<sx<3

T (x,y) = (x*,y*) = | (v1.12)
(2x=1, 3(y+1)) si jF<xs1

Para comprobar que se trata realmente de un sistema de Bernouilli conviene
escribir x e y en base dos,con lo que un punto fAsico se podrd escribir
en la forma ( 0,x1x2x3 osie, 3 U,y1y2y3 ces ) B ( ..,x3x2x1 ' y1y2y3 o)
donde X0 Yy toman valores en { 0;1 . E1 efecto de la transformacifn

es eliminar el primer digito "decimal" de x vy anadirselo a y :

T ( 0y X XXqeee 4 0,Y Y ¥q0ee ) = ( 0, % XX qene s O,x1y1y2...)
lo cual representa una traslacién de todos los eslementos de la serie bilateral.
Ademas la transformacidn es trivialmente invertible y conserva la medida. Se
trata,por tanto,de un verdadero sistema de Bernouilli.

Por salirse de los limites que nos hemos propuesto el redactar este trabajo
omitimos la demostraci6n de que todo sistema de Bernouilli es un sistema K [38J.
Con 8llo queda coronada la jerarqula de sistemas que resumimos con el siguiente

esquema,donde la flecha indica implicacién :

Sistema de Bernouilli = Sistema K = Sistema "mixing" (fuerte) =

= Sistema "mixing" débil = Sistema ergddico
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Para finalizar indicaremos que un sistema dindmico puede mostrar un compor-
tamiento totalmente determinista a nivel microscépico y cuando se estudia a
escala macroscApica presentar una evolucién caompletamente aleatoria. Razonan—
do,por ejemplo,con el modelo H( 3,3 ) del lanzamiento de monedas,se comprueba
que su comportamiento macroscépico es aleatorio. Esto es una propiedad carac-
terfstica de los sistemas de Bernouilli hasta el punto de que a veces se uti-
liza para su definicién. Se comprende asi la equivalencia entre sistemas de

Bernouilli y ruletas circulares perfectas [39].

4, ENTROPIA Y SISTEMAS K .

Para definir la entropfa de un sistema clésico se parte de la divisién del
espacio de las fases en celdas. Y esto no es m&s que utilizar una cierta par-
ticién del espacio I' . Dado que los sistemas K presuponen la existencia
de una perticién de I parece plausible la posibilidad de una generalize-
cibn del concepto de entropfa para sistemas din@micos abstractos y,en parti-
cular,para sistemas K . Tal generalizacién la llevé a cabo Kolmogorov [40].

Sea o= | Ail , 1 € I ,una particidn medible finita del espacio T . Se

define la entropia de la misma como

h(e) = = £ w(A)) 1nu(ay) (v1.13)
iel
De acuerdo con ello,si la particién se efectGa mediante N elementos de igual
medida

h= =N 1n

4 B

= In N

6i P es otra particién con N elementos un cAlculo sencillo permite escribir

(ud]

h(B) < In N

Por supuesto dos particiones equivalentes tienen la misma entropifa. Ademés,
si h(a) = 0 se tiene gue todas las p(Ai) son nulas salvo una de ellas,
que valdré la unidad.

Se define la entropia de una particién medible y finita o ,con respecto

a un automorfismo T ,en la forma guasact

h o Ta Ve YT o )
h(aoT)=1m (vi.14)

n - oo n
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donde oV B indica la meror particién que contiene a o y B y cuyos ele-
mentos son Ai” BJ . (Algo ast como un "minimo com@n maltiplo generalizado";
recordemos que méAs pequefia indica menos fina y contener quiere decir mas de-
tallada). La demostracién de la existencia del 1limite anterior requiere la
introduccién del concepto de entropia de una particién respecto de otra [Ql].
Finalmente,dado el sistema (', T, u ) se define su entropia,o mas

propiamente,la entropia del automorfismo T ,como

h(T) = sup h(a,T) (v1.16)

que indica la menor cota superior para la entropia de todas las particiones
finitas y medibles de I ,con relacién & T . Por supuesto h(T) 2 0.

Por definicién la entropia de un grupo continuo de automorfismos Tt se
toma como h(T1) .

A partir de la definicién de entropia generalizada se pueden deducir una
serie de teoremas y corolarios (v@ase el libro de Arnold y Avez [11] y,en
particular,los teoremas de Kolmogorov-Sinai y Kouchnirerko,en el cap. 2) que
permiten una descripci6n cuantitativa de la jerarquifa de los sistemas din&-
micos. Asi,la entropia infinita es la correspondiente a sistemas estoc@sticos.
los sitemas K tienen entropia positiva ( h> 0 ). Como la entropia de un
sistema de Bernouilli B(p1;p2; ] pk) ,de acuerdo con la definicién,se

puede escribir de la forma

k
n(r) = - 1121 py 1n py

resulta que todo sistema de Bernouilli es,por supuesto,un sistema K , como ya
habfamos anticipado. Los sistemas clésicos,entendiendo por tales aquellos
cuya evolucidn se define mediante ecuaciones diferenciales,aunque no sean
necesariamente de forma hamiltoniana,tienen entropla finita (teorema de
Kauchnirenko). Quiere ello decir que entre los sistemas cldsicos los habré
que son sistemas K ,pero no es posible una identificacién total entre ambos.

En cuanto a los sistemas con entropia cero,que no son sistemas K ,se han
construldo ejemplos de los dos tipos : clAsicos y no clésicos. Con tales
construcciones se ha comprobado,al presentar espectro de Lebesgue infinito

numerable, que entropfa cero no implica ausencia de propiedades de "mixing".

(4



5. RELACION CON LOS SISTEMAS FISICOS REALES .

Al igual que hicimos en el capitulo III ,tras exponer las ideas mateméaticas
abstractas (en este caso de Dinamica General de Sistemas) se trata de contras-
tar su aplicabilidad a los sistemas fisicos reales. 51 esto no fuera posible
tal teorifa serfa por completo ajena a la Fisica.

Puesto que el reconocer si un sistema es erg@dico o "mixing",en el caso
de sistemas reales,no es viable mediante el "test" de la indescomponibilidad
métrica,se trata de argumentar si los criterios basados en propledades espec-
trales del tipo de los expuestos en este capftulo son mas aptos para detectar
ergodicidad.

En general,los sistemas fisicos que interesan en Mecénica Estadistice son,
desafortunadamente,muy diferentes de los que se han podido tratar por proce-
dimientos espectrales. No obstante existen resultados importantes a los que
se ha llegado a través de la DinAmica General de Sistemas y,entre éstos,uno
esenclal es el ya referido de Sinal acerca de la ergodicidad del gas de boltz
mann=-Gibbs.,

La demostracién del teorema de Sinai no es elemental. Pasa por la intro-
duccifn de una clase de sistemas dinédmicos,llamados sistemas C ,caracteri-
zados por unas clertas propiedades locales que originan trayectorias asinté-
ticamente divergentes unas de otras. La existencia de estas trayectorias es
relacionable con la positividad de la entropfa que es tipica de los sistemas
K . Y es a partir de la relacién que establece netre sistemas C y sistemas
K como Sinai 1legé a demostrar que el modelo de Boltzmann-Gibbs es clerta-
mente un sistema K y,por consiguiente ergddico. En este sistema las pro-—
piedades ergAdicas se interpretan como consecuencia de las colisiones elés-—
ticas entre las esferas que representan las moléculas gaseosas.

Aunque los resultados obtenidos hasta ahora mediante esta Teoria Ergddica
Moderna no justifican,en nuestra opinién,las esperanzas que se pusieron en
glla a raiz del resultado de Sinai,continGa siendo el marco en que se realizan

las investigaciones en torno al Problema Ergédico.
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