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INTROOUCCION.

1. LA HIPOTE5I5 EROLI01CH Y El PROBLEMA DE LA FUNDAMENTACION DE LA MECANICA

ESTADISTICA.

La Teorla Erg6dica tiene Cu origen hist6rico an el desarrollo de la Teorla

CinAtica de Jos gases por parts de Boltzmann y Maxwell. En el curso do sus

traba,jos,y con el fin do establecer una pruebe directs del Principio de Equi-

partici6n a partir de los principios do la Mecdnica,postularon,o dieron por

supuestas,ciertas propiedades do los sistemas de muchas partlculas. En Is medl

da an qua no intentaron demostrar la existencia o no do tales propiedades,poca

fue su coritribuci6n a lo qua hoy llamamos "Teorla Erg6dica". Decisivo fue,sin

embargo,su reconocimiento de que as preciso suponer determinadas condiciones

restrictivas scarce del comportamiento dinAmico del sistema a tiempos grander,

a fin de qua las leyes del equilibrio macrosc6pico resulten de la aplicaci6n de

las leyes mecSnicas a los componentes elementales . Los investigadores posterio-

res an dicho campo los consideran comb fundadores do la Teoria Erg6dica tanto

por su intuici6n scarce de la naturaleza especifica de tales condiciones,como

por hater abierto la posibilidad de fundamentar enteramente la TermodinAmica an

la MecAnica. Oportuno es,pues,examinar someramente cuAles fueron las formulacio

nes originales do Maxwell y Boltzmann sobre el "problems erg6dico",tan frecuen-

temente desvirtuadas al resenarlas an forma simplificada an un contexto te6rico

moderno.

En 1871 Boltzmann,extrapolando los resultados do su anAlisis de las figures

de Lissa,jous correspondientes a pares do frecuencias inconmensurables , formule

la siguiento hip6tesis sours un sistema do particulas de gas:

" La gran irregularidad del movimiento tdrmico,y be multiplicidad do

fuerzas qua act6an sours el cuerpo desde el exterior ,hacen probable qua

los propios Atomos,en virtud del movimiento qua llamamos calor,pasen a

travAs do todas las posibles posiciones y velocidades consistentes con

be ecuaci6n do la energia cinAtica." [1)

En 1879 Maxwell,en forma mucho mAs precisa,afirma quet

11 La Onica sup0sici6n qua as necesaria pare Is prueba directa del Prin-

cipio de Equipartic16n as qua el sistema , abandonado a 51 mismo en su

estado presents de movimiento, pasarA ,mAs pronto o mAs tarde , a travAs

de cualquler fase qua sea consistente con la ecuaci6n do la energia."

Pero,a continuaci6n de dicha formulaci6n qua he lido considerada " paradigmA-

tica" y,como tal,expuesta a menudo comp una sintesis final de las concepciones

de Maxwell y Boltzmann al respecto, pasa a la consideraci6n de casos an qua mans

fiestamente ello no puede ocurrir. Y el propio Maxwell concluye'k
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" bi suponemos,en cambio,que less partlculas materiales encontrurAn

finalmente un obstAculo fijo,como las parades del recipients qua las

contiene , entonces , excepto pars formas especiales de is superficie de

dicho obstAculo , cada encuentro intvoducirA una perturbaci6n an el mo-

vimiento del sistema , de tel forma qua pasarA de una trayectoria no per

turbeda a otra ( conservuc16n de is energia pero no del momenta an

tales colisiones ). Es dificil, en an caso de tan extreme comple,jided,

,11egar a una conclusi6n completamente satisfactoria pero , con conside-

rable grado do confianza , podemos afirmar que,excepto pare formal par-

ticulares de la superficie del obstAculo fi,jo,el sistema pasarA,tarde

o temprano , tras un n6mero sufieiente do encuentros , por cede fase con-

sistente con is ecuaci6n de is energia." [1)

Do las vitas anteriores so desprende qua ni Boltzmann ni Maxwell crsian,

como frecuentemente as afirma , que is dinAmica hemiltoniana de un sistema ais-

lado as tal qua su trayectoria cubre toda la regi6n del espacio do las faces

permitida por el Principio de Conservaci6n de is Energla. Asl,Boltzmann cree

necesario y justificado apelar al inevitable efecto qua sabre la trayectoria

real del sistema tendrAn fuerzas exteriores aleetorias,puye multiplicid.d irr-

diferenrieda escape al anAlisis. Al caracterizar de este modo , y al nivel mi-

crosc6pioo , la interacci6n entre un sistema y su entorno , se anticipa p los mo-

dernos tratamientos mediante procesos estocAsticos ( p.ej. mediente ecuaciones

do Langevin ). Asimismo inicia el camino qua le llevarA a prescindir,en sus

"Lecciones sabre is Teoria de los Gases ", de todo intento de fundamentaci6n

"erg6dieo-mecanicista ". Maxwell,por el contrario , se mantiene enteramente an el

marco do is MecBnica . Para Al el recorrido por tode la regi6n de energia cons-

tants results del incesante cambia de trayectoria hamiltoniana . On cambia qua

dabs entenderse comp el resultado do proyectar,sobre el subespacio fAsico del

sistema do interds,una Gnica trayectoria dinAmice correspondiente a un sistema;

mucho mAs emplio . En este sentido , la formuleci6n de Maxwell apunta hacia is

construcci6n de modelos mecanicistas , y estA an consonancia con recientes rea-

lizeciones de la Teoria Erg6dica coma is prueba de Sinai [2 ] de la ergodicidad

do un gas de esferas duress.

A los comentarios ya realizados Cabe anadir ell cuidado con qua debe inter-

pretarse is frasei "el peso por code fase consistente con is ecuaci6n de is

energia". La distinci6n entre curve qua cubre el espacio ( p.ej. is curvy de

Peano , descubierta an 1890 ) y curves densas an Al (p. e j . las qua vendrAn a lla-

marse trayectorias cuasi-erg6dicas ) 5610 so hizo posible gracias al desarrollo

matemAtico posterior . Todo intento de encasiller coma " erg6dicas " o "cuasi-erg6

dices" less hip6tesis de Maxwell , Boltzmann y otros fisicos de la Apace s6lo

puede conducirnos a una imagen no fidedigna de sus ideas.
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No Cabe pues,contra lo que sugiuren P. y T. Ehrenfest en 1911 [3],hablar

an rigor do un desarrollo hist6rico quo parte de la "primitive hip6tesis or-

y6dica" ) coma base do fundamentaci6n de la MecAnica Estadistica. Ftip6tesis

Lsta cuya falsedad terminarA par demostrarse,conduciendo inevitablemente a un

repliague a la menos exigente hip6tesis cuasi-erg6dica que,a le postre,resul-

tarA insuficiente pars justificar la validez del Teorema de Equipartici6n. Con

ello,de acuerdo con is linea do P. y T. Ehrenfest,la fundamentac16n de is M. E.

deberfe basarse an una adecuada axiomatizaci6n de la Teorla Cinetico-istadistica.

El desarrollo matemAtico de comienzos del presents siglo en torn a is teo-

ria de is cardinalided de Cantor,la teoria de is dimensi6n de Riemann y,final-

mente,la teoria do la medida desarrollada par Eiorel y Lebesgue,hicieron posible

un enunciado mfls preciso de is "primitive hip6tesis erg6dica",ofreciendo ademfls

los instrumentos,de los que Maxwell y Boltzmann habian carecido,para demostrar

is validez o falsedad do dicho tipo de enunciados. Comenz6 asi is etapa de de-

sarrollo de is Teorla Erg6dica propiamente dicha,cuya referencia hist6rica Bert

el objeto'del siguiente apartado. Par otro lado,la creciente infiltraci6n de

elementos estadisticos an casi todos los conceptos fisicos y is creciente im-

portancia del experimento sabre colectividades de sistemas igualmente prepare-

dos coma her,-emienta an is investigaci6n fisica,hicieron que,desde principios

de siglo,las perspectivas de fundamentaci6n do is M. E. so dirigieren,meyori-

tariamente ,hacia cuestiones esenciales de is Teoria de la Probebilidad,desvin-

culAndols del problems erg6dico y rebajendo consiguientemente el interes flsico

del mismo.

No obstante ,los ulteriores desarrollos matemflticos de la Teoria Erg6dica,

y an concreto los grander teoremas erg6dicos de 8irkhoff y von Neumann en la

decade do los 30 asi coma is mds recients demostraci6n de Sinai antes mencio-

nada,han hecho reconsiderar el valor do is Teoria Erg6dica coma conexi6n entre

una teoria fundamental ( la Mecflnica do Particulss) y una teoria fundamentada

( la MecAnica Estadistica del Equilibria). En is medida que tel reconsideraci6n

no he desembocado an una rigurosa fundamentaci6n de is M. E. opinamos es axe-

gerado afirmar, como algunas veces Be hase,que "la M. E. so base en is Teoria

Erg6dica". Tambien is axiomAtica probabilistica dista do der una respuesta

eceptable pars todos del por- que do los mdtodos de is M. E. y las peculiarida-

des del comportamiento macrosc6pico. A los cien epos de is formulac16n do

Maxwell se han dada pasos sustanciales an is comprensi6n de los problemas de

fundamentac16n,pero is controversia Boltzmann-Maxwell (Teoria de la Probabili-

dad a azar esencisl an oposici6n a determinismo mecanicista) contin6a abierta,

extendiendose incluso a otros campos do is Fisica (Teoria de is medida an MecA-

nice Cudntica).

(*) Par primitive hip6tesis erg6dica suele entenderse el enunciado qua figure an

is primera parts de le anterior cite de Maxwell,sin tener an cuenta la segunda

parts donde,en nuestra opini6n,Maxwell expone los obstAculos con qua se debe en-

frentar is Teorla Erg6dica y hace irrelevante la demostraci6n de qua una trayec-

toria hamiltoniana no puede cubrir todo el espacio.
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En al hay restringido marco de la Mec6nica Estadistica C13sica,la soluci6n

ofrecida par el teorema erg6dico-prouabilistico do Khinchin (4],a6n sin ser

pleriamante setisfactorie,merece especial atenci6n. Do hecho,constituys una al-

ternative realists pars todos aquellos que,sin desentenderse de los problamas

do fundamentaci6n do las t6cnicas qua usan,se sienten inclinados hacia una

posici6n intermedia entre los qua creen poder deducir enteramente el compor-

tamiento macroscbpico a partir de las byes de evoluc16n microsc6picas y los

que,partidarios de una TermodinAmica empfrica,afirman Is futilidad do todo in-

tento de tel naturaleza.

2. DESARROLLO HISTORICO DE LA TEORIA ERGODICA

Como primer resultado importante hay qua senalar Is demostrac16n,llevada

a cabo an 1913 indapendientemente par M •Plancherel y A. Rosenthal [S],de qua

Is trayectoria de un sistema hamiltoniano aislado no puede recorrer todos los

puntos do Is hipersuperficie de enargia constants EE del espacio de las Eases.

Intuitivamente el resultado as consecuencia de Is imposibilidad de definir una

tangents 6nica an cads punto de una tel curve. En lenguaje alga mAe riguroso,

la primitiva hip6tesis erg6dica equivale a axigie qua Is aplicaci6n continua

Rt A. EE ,definida par las ecuaciones de Hamilton, sea exhaustive . Pero una tel

aplicaci6n continua no puede ser biyectiva, precisamente par ser Ht y EE va-

riedades de distinta dimensi6n (*). Par tanto, existirA al menos un punto de

EE al qua le corresponderAn dos a mAs tiempos ; an tales puntos is trayectorie

se cortarO a si misma ,con Is consiguiente indefinici6n de Is tangents . Una tel

trayectoria arg6dica no puede resultar,pues,de is aplicaci6n de lam ecuaciones

de Hamilton.

Posteriormente a dicho resultado de carActer negativo Fermi,en 1923 [6],

demostr6 para los l lamados "Kanoniehe Normalsysteme " be validez de is hip6tesis

cuasi-arg60ica :"la trayectoria del punto representative pasa , en el trenscurso

del tiempo,no par cede punto,sino arbitrariamente cerce de todo punto de In

hipersuperficie EE [i]. En otras palabras,la trayectoria as densa par doquier

an EE . Con todo,tal propiedad result6 insuficiente pare asegurar is igualdad

requerida entre los promedios temporal y de fase. El planteamiento del problems

erg6dico an tOrminos de las propiedades de Is trayectoria hamiltoniana recorrida

par un sistema aislado debia ser abandonedo.

(,) En dicha imposibilidad de establecer and aplicaci6n qua sea a is vez con-

tinua y biyective entre variedades de distinta dimensi6n radica Is "concilia-

ci6n" entre Is teoria de la cardinalidad de Cantor y be teorfa de Is dimensi6n

de Riemann.
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Lu [eoria Erg6dicu fur: replaiteade en su oriyen y formulada an lengueje do

teoria de la medida par Birknoff y von Neumann. Asi so dio origen a la forma

moderna de los teoremas erg6dicos de Birkhoff (1931),von Neumann (1932) y

Hopf (1932),que difieren entre sl par el tipo de convargencia [0]. La colu-

ci6n del problema erg6dico,en el sentido do igualdad de promedios temporales

cobra trayectorias de EE y promedios estadisticos sabre colectividades qua

pueden caracterizerse mediante una funci6n densidad de probabilidad uniforme

sabre EE (teorama de equipartici6n),se redujo,como veremos mAs adelante,a

prober qua la hipersuperficie EE tuviera la llamada propiedad de transiti-

vidad mAtrica. Pero ocurre qua tal propiedad as do dificil detecci6n an los

sistemas realer y m8s Bien aparece comp una hip6tesis relative a la naturele-

za del sistema. Hay quo insistir,de todos modos,en qua tales teoremas abrieron

un nuevo campo do investigaci6n,siendo el origen de numerosas publicaciones

qua estudian la transitividad m6trica do hipersuperficies.

La dificultad do demostrar la transitividad mAtrica an sistemas reales he

hecho de la teorla erg6dica do Birkhoff un instrumento de escasa utilidad

pare la tarea de fundamentar la M. E.. Pero 6sta,por su naturaleza,se ocupa

de estudiar sistemas macroscbpicos y asi Khinchin [4] na investigado la posi-

bilidad do evitar las dificultade® prActicas qua ofreee la aplicaci6n a siste-

mas fisicos de los teoremas erg6dicos ordinarios,formulados independientemente

do la dimension del espacia do las fases ,introduciendo comb elemento fwndamen-

tal el hecho de qua el nCmero de grados de libertad del sistema sea muy elevado.

Do esta forma obtiene,basAndose an el Teoremu uul limite Central un nuevo teo-

reme erg6dico,asint6ticamente vdlido an el limite an qua el n6mero de grados

do libertad del sistema tienda a infinito,y ello tan s6lo pare los promedios

do determinadas funciones definidas sabre el espacio de fares. La ventaja de

la teoria de Khinchin as qua reemplaza la exigencia de transitividad mAtrica,

a cambio de exigir otras propiedades qua se dan de forma natural an los sis-

temas fisicos,al propio tiempo qua se limita a evaluar promedios pera magni-

tudes fisicas qua son interesantes an MecAnica Estadistica. Son restricciones

mAs aparantes (matem6ticas) qua reales (fisicas).

La Teoria Erg6dice se puede desarrollar tambiEnn partiendo de una descrip-

c16n mec&nico-cuAntica microsc6pica,,La qua ocurre as qua an teoria cu6ntica

se encuentran dificultades adicioneles debidas a las peculiaridades de los

estados estacionarios, Se puede establecer un teorema erg6dico cu6ntico an6logo

al de Birkhoff,en el qua la condici6n do ausencia do degenBrac16n en el espec-

tro del hamiltoniano aparece coma el equivalente cu6mtico de la hip6tesis clA-

sica do la transitividad mBtrica.
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El equivdlerite cuAnticu de l teor ern. clAsi uu de Ft)pf ea, sin embargo, el rnAs

Gtil pars las dplicaciones practical. A este segundo teorema erg6dico cuantico

se liege introduciendo los llamados observables macrosc6picos y suponiendo,

edemas de Is no degeneraci6n del hamiltoniano,le ausencia de frecuencies de reso

nancia an su espectro.

Aunque von Neumenn,al igual qua Birkhoff,fue uno de los fundedores de la

actual Teoria Erg6dica,en el sentido de investigar problemas de dinamica ge-

neral pars sistemas dinAmicos abstractos,ya habie formulado con anterioridad

el problems erg6dico an MecAnice Estadistica CuAntica,proporcionando una solu-

ci6n qua durance algOn tiempo fue acepteda comb la definitive [9]. En los alias

cincuente su demostraci6n fue criticada y sustituida par otres que,manteniendo

la formulaci6n bAsica,eliminan el concepto de observable macrosc6pico an el son-

tido de von Neumann.

Tambign existeri teoremas asint6ticos, anAlogas a los clAsicos de Khinchin,

con validez an teoria cuantica. Son debidos fundamentalmente a Jancal [10].En

todos los easos se eompruebe qua la Teoria Erg6dica CuAntica presents dificul-

tades edicioneles a las qua aparecen an Teoria Erg6dica C16sica.

Recientemente ha habido un desarrollo importante ,de naturaleza esencialmente

rnatematica,sobre las propiedades erg6dicas de sistemas dinAmicos . Se bass an el

concepto de sisterna dinAmico abstracto y an clasificaciones de tipos generales

de sistemas dinAricos an base a ciertas propiedades asint6ticas de su evoluci6n

temporal comp "ergodicidad","mixing" etc.. Tambidn se emplea is definicidn de

entropia de una transformeci6n qua conserve la medida asi Como otros conceptos

usados an teoria de la informaci6n [11]. Es alts lines de investigaci6n ,mantenida

fundementalmente par matematicos de la "Escuala Russ", la qua he permitido obtener

resultadas tan releventes como la demostraci6n de is ergodicidad del sistema de

esferes duras,perfectamente el&sticas, encerradas an on paralepipedo con parades

totalmente reflectantes.IZ]
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GAPITULO I. TEDHEAIN DL UIHKH[FF Y THAP;5ITIVTDAU METT1IU1

1. TEOHEMA DE UIHKFAFF

Dado el caracter de este treoajo,que pretende ser

una introducci6n a los intentos de fundamentac16n de is Mecanica Estadistica

mediante is Teoria Erg6dica , preferimos dar una demostrac16n an is que se tra

oaja directwente can funciones de fase,espacio de faces y demas conceptos

mecanico-estadlsticos [1i],en lugar de fundamentarla an espacios y automorfis

mos abstractos [t31.

HipOtesis : 1) Bajo is evoluci6n temporal V as una parts invariante del as

pacio de las fases r ; as decir : toda trayectoria qua pass

por un punto de V estA contenida an V.

2) f(P) as una funci6n definida an V a integrable an el sentido

de Lebesgue.

3) La medida do Lebesgua 1(V) del conjunto V as finita.(E1 too

rema do Liouville garantiza , adem6s , la inveriancia de dicha

medida bajo le evoluci6n temporal [1Z].)

Tesisi El limits
t +T

Lim i 1t f(Pt) dt

T-i) T 0

existe pars todo PEV, excepto pare , coma mAximo ,unos ciertos puntos

qua constituyen un conjunto de medida nula; abreviadamente diremos

clue el limite existe casi por doquier an V (c. p.d. an V). Pt indite

el punto al que is evoluci6n temporal transports al P
0

al caw de

un tiempo t. El valor del 11mite results independiente del instants

qua tomemos coma initial dentro de la trayectoria.

Demostraci6ni La demostrac16n del teorema de Uirichoff consta de tres park

tes Bien diferencisdas:

a) Introducci6n do una escala temporal discrete y existencia del 11mite

temporal c.p.d. an V con Is notac16n

t +T
F( Po;tO;T

1
k o f(Pt) dt

0

F ( P ;t0 ) F( P0 ;t0 ;DT
n o

siendo n entero y T un intdrvalo temporal elemental,se tratu de demostrar,

an primer lugar,qua existe el limite

Lim Fn( Po;t.) c.p.d. an V

n,- o
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Ld demostrdci6n se nuce por reducciOn dl absurdo. En efecto, sea M el

conjunto de puntos P
0
EV pare los cueles dicho limite no existe. Como la

funci6n f as integrable, en todo P
c
EM Is serie F n( P

o
;t

o
) tendrA un 11-

mite superior F(P0) y otro limits inferior F(P0) distintos,ambos finitos

casi por daquier an M an virtud de las hip6tesis 1) y 2). Y aqua as donde

realmente radica la Lase de la demostraci6n por reducci6n al absurdo. Su-

pongamos que M as de medida no nula. Consideremos una sucesi6n de intAr-

valos do la recta real (ai,pi) escogidos de tel manera qua pars todo P.Em

exists un Indice i tel que

L (P0) < ai < < F (Pa)

bed Mi a I Pa(M / F (P < ai < di < F (Po) f

y M
W

el conjunto de los puntos de M para los qua alguno de los limites

superior o inferior son infinitos. Tendremos entonces qua

M - ( U M,) U M

i

Como µ(M) > 0 y p(MM) - 0,existirA alg6n j tel qua µ(M,) > 0. Designa-

mos tel Mi por M' y el correspondiente intdrvalo (ai,9i ) par (a,9),de

forma qua pare todo Po M' se verifica

( P ( P (I.1)

Con la notaci6n
t

fk
(P0) :

1 / k+1
f(Pt) dt (1.2)

T tk

siendo tk a to + k T resulta

n-1

Fn (Pasta) 1 E fk (Po)

n k-0

comp expresi6n del promedio temporal do f(P) an el intdrvalo (t0,tk).

Sea M
0

cualquier subconjunto medible de M' y Mk el conjunto an el cual

se transforms M0 an virtud del movimiento natural an el intervalo (to't.).

Par el teorema de Liouville

W (it) e 1+ (Mo)

La definicidn (I.2) per-mite e5crioir

fk (Po) a f0 (Pk)

sin mAs que trasladar le escale de tiempos an kT por lo qua

f fk (P0) dp f fa(Pk) dl'

M
0

Mk

pare todo M
0
C M' .

00
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Para un $ dado, sea M
s

el conjunto de los puntos do M' pars los qua is

desigualdad F
n
(P

o
;t

0
) > $ as v9lida, al meros ,pars un valor n s s . Por

ejemplo ,para s - 4 lo integran los puntos de M' qua cumplan al meros una

de estas desigualdades : F1(P0,t0) > ^;F2(P0;t0) > ^;F3(P0it0) > O;F4(P0;t0) >

Lbmo al crecar s el nuevo conjunto contiene al entiguo,resulta

M M c: . . M

De is definici6n de Ms Be sigue

11m M . M'
94 00 5

y,por tanto

llms
-4 00 µ(M3)

. µ( llms ,i oo Ms) - µ(M, )

comp el conjunto de los puntos de M' que cunplenDefiniendo M,
0

F^(Po;to) > B
pars D<1< j

F1(P0;t0) s J

y llamando M
i

a so transformado por la evolucidn temporal de to a t0+Tk,

se puede comprobar qua [I+ (*)

s J-1

Ms . E E M

J-1 k.o jk

Integrando la primers desigualdad sobre el conjunto
MJ0

results

fm FJj Pb; t0) dµ > 0 IM `1` s f f` M.)
Jo Jo

o,lo qua

E / fk(Po)-1
k.o

Mj0
d E.o

/ M f0(Pk) dµ

>
P 1,

(Mjo)

Jk

La 6ltima desigualdad conduce a

S i
-1E E / f0 ( Pk) ct+ > 0 E j µ(M,

j.1 k.o MJj i .1 0

k

quo as puede escribir an forma mds compacts asig

/ fo(Pk) dµ > 0 µ(Ms)
M
5

(*) En nuestro ejemplo anterior M4 . M10 + M20 + M30 +
Moo

+ M21 + M31 +

+ M
41

+ M32 + M42 + M43 . En particular M30 cumple F3 > p y F1 5 ^

F2
s 0 ; M31

es el transformado del M30 por is evoluci6n temporal al cabo

del tiempo T . 21
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puesto queen virtud de] (uorema de L_iouvi]le,lo5 J-conjuntos M , M ....

MM.

-1

tienen le misma medida,obtanemos
1
° J1

s J-1 s
(Ms) = µ ( E MJ ) = E J µ(M. )

j=1 ko k J=1 Jo

Pasando al limite para s la dltima desigualdad se ascribe

/Mf
f0 (Pk) dp > H µ(M') (1.3)

A este desigualdad se he llegado partiendo de queen M' , so verifica

F (P0) > 0 . Operando do modo similar,pero a partir do la primera desiguel-

dad F (P ) < a do la f6rmula (I.1) se obtendria

IMF
f0(Pk) dµ < a µ(M') (1.4)

Las desigualdades (1.3) y (1.4) contradicen la relaci6n a < 0 expre-

sada an (I.1). Razonando por reducci6n al absurdo la hip6tesis µ(M) > 0

as falser. De este modo llegamos al resultado de qua el corejunto M pare el

qua el limite
lim F

n
(P

o
;t 0t)

n

no existe ,es un conjunto de medida nula. Dicho de otra manere: tel ]smite

exists casi par doquier an V.

b) Eliminaci6n de be condici6n do escala discrete pate t :

Escojamos ahora n coma el mayor entero contenido an T

entonces qua

lim n T 1
T1oo T

T . Se verifica

La existencia del limite,probada an la primera parte de la demostraci6n,

garantiza la existencia de

t +nT

lim
T

J ° f(Pt) dt

T + ao t
0

En efecto, calculemos la diferencia,en valor absoluto,entre al limite qua nos

interests y el anterior:

t+T t+nT

lim I
T

1 ° f(Pt) dt -
T

0 f(P dt

T-3 oo t0 t0
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t +T
lim T I / ° f ( Pt) dt I s

T-+ oo t + (IT0

t +T
lip T / 0 If(P)I dt s
T -+oo t + HT

0

t +nT+T

t lim
L

/ 0 If(Pt dt - 0
rl -+ w t + nT

0

Luego al promedio temporal qua interests

t +T
< f >

T
a lim 1

/ 0 f(Pt) dt (1.5)
T -+oo t

0

existe c. p. d. an V

c) Independencia del instante iniciel t

Calculemos la diferencia

t +T to +T
D m lim

°

T
f(Pt) dt - / f(Pt) dt

T-9oo t t
0 0

Para to y to instantes arbitrarios,pero fijos, se tendril siempre

lim t0 - t°
T - oo T

y se verificard

- 0

t +T t'+T to

D - lim T I / ° f(Pt) dt - / ° f(Pt)dt + / 0 f(Pt)dtl -
T-+oo t to t

0 0 0

t
lim (

T

/ °+T

f(Pt) dt _

T

/
to +T

f(Pt) dt
T -'oo t t

0 0

t+T t+T
1

l
r / f(Pt) dt -

T- (
t,- t

f
Tm^

I t ° f(Pt) dt 1 -
0 0) 0
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t - t' t +T

Lim
0 0 f o f(Pt) dt

T -+ oo T(T-to+to ) to

( lim to
t

-
, a

) ( him 1 f
to+T f(Pt) dt ) - D

T 1. T-( t''-to ) T -+ oo T to

Luego el limits < f > s6lo depende de la trayectoria considerada,no de la

T

posici6n del punto Po dentro de la misma.

Se puede resumir el contenido fisico del teorema de Birkhoff mediante

las siguientes afirmaciones sours el promedio temporal de cualquier fun-

ci6n definida sobre el espacio de las fases del sistema,evaluado sobre la

porci6n de trayectoria correspondiente al intdrvalo [to , oo):

a) Dicho promedio exists pare casi todas las trayectorias. Asimilando madi-

dos de conjuntos a probabilidades de realizaci6n de los respectivos ma-

croestados resultarA que,al escoger al czar una trayectoria mediante su

C. I. Po tal promedio estarA bien definido can probabilidad uno.

b) Para coda trayectoria el promedio as independiente de is C. I. escogida.

Ello results, como hems visto,de la contribuci6n nula al promedio de le

porci6n de is trayectoria correspondiente a todo intdrvalo finito (to,to).

Dicho do otre forma: toda evoluci6n finite no contribuye al promedio.

Parece dificil, pues,asignar el teorema de Birkhoff implicaciones an cuan-

to al problema de is irreversibilidad y la tendencia al equilibrio.

2. CONOLARIO DEL TEOREM DE 81WHOFF : TRANSITIVIDAD ..'61ETRICA.

Transitividad o indescomponibilidad mdtrica as la propiedad consistente

an que un conjunto V invariante y de medida finita an el espacio do is

fases,no pueda dividirse an dos subconjuntos V1 y V2 irevariantes y do me-

dide no nula an el espacio de las fuses . En las aplicaciones fisicas V

as un conjunto de trayectorias completes . Por tanto,si goza do la propiedad

de transitividad mAtrica , tiene que dares una de estas tree posibilidades:

a) No se pueden separar seas trayectorias an dos conjuntos de trayectorias

completes.

b) Se pueden separar,pero un conjunto tiene la medida do V y medida nula

el otro.

c) Se pueden separar Pero los conj untos no son medibles.

24



Results que cuando V ,el con^unto en el que suponemos se veritica el

teorema de Birkhoff,es mAtricamente indescomponible,el teoreme de Birichoft

presents un corolario,e veces llamado por los flsicos "teoreme ergddico",

de sumo interBs,pues asegura la igueldad antra el promedio temporal sobre

casi lodes las trayectorias y el promedio sota^e el con^unto V.

En otras palabres, vamos aver que la condicidn necesarie y auticiente

pare que el promedio temporal no dependn de le tees iniciel Po,salvo parn

puntos de un con^unto de a^sdide nuln ,ea que , ndemAs de laa hipdteaia del

teorema de Birkhoft, V sea mltricanente indescomponible. Veemos la demoatre-

cidns

e) Condicidn necesariet Si V no tuere mbtricamente trensitivo exiatirin

una cierte deacomposicidn V - V^ + V2 con V^ y V2 inverientea y ds aie-

dida positive (ro Hula ). Conaideremoa In tuncidn csracterlstica de V^ ,

XV , Como tuncidn de lase detinide sail
1

1 pare los puntos de V^

XV^ , 0 pars los puntos restentea

Ea evidente qua

< XV >T 1 pare las treyectorie que aatdn an V^ ,
1

< XV >

1
0 pare las trayectorias qua satAn en V

2

Luego,si V no es mAtricamente trensitivo , exiate al msroa unn tuncidn inte-

grable pare la que el promedio teaKwrel n to largo da una trayectoria de-

pends de le lase iniciel Po y,por tanto , de In treysctorie.

b) Oondicidn suticiente : Se trate de deanstrar , supueste la tranaitivided mL-

trica de V , que el promedio temporal,cuya •xistencie c. p, d, eatd nae-

guradn por el teoremn de 8lzichoft , no depends da le lase iniciel Po,aalvo

pare los puntos de un con^unto de madlde Hula . Supongaaba que al proaiedio

temporal de t(P ), Sntegreble en V , ro sa oonatente c.p.d. an V. Exiatira

por tanto , un n6mero real a tal que

< t(P) > > a Pare
T

todo panto de un cierto V^ tel que

< f(P) >T s a pare todo panto de un cierto V2 tel que

NII,) > o.

l.(Vz) > 0.

Si a V2 le erlndimos el con^unto de puntos de wedida Hole pare los que el

promedio temporal de t(P) nc existe , tendremos un con^unto pare el coal no
^ nCt.

se veritica < f(P) > > a ^ saris`'e^medida positive y canplen^entario del
T

V^,contrn la hipdtesis.
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Para deducir is igualdad entre < f(P) >T y < f( P) >3 que as el

resultado interesante desde al punto de vista fisico,comenzaremos definien-

do el promedio sobre is parts invariants V del espacio do las fasea r,de

is funcidn F(P0;t0;T)

t +T
< F(P ;t ;T) > n I / dµ I / ° f(P) dt I

t0 0 3 V

Par aplicaci6n del teorema do Fubini

T to

+T
< F(Pa;tT) >3 -

T

/ttO dt I 1+(V)
/V f( Pt) dµ 1 -

0

t +T t +T
. I / ° dt I 1 / f ( P

°
) do I - 1 / ° < f >:T d -

T t° 1, (V) V T t0 3

t +T
<f> I / ° dt - <f>

3 T t 3
0

(1.6)

donde ae he tanido on cuenta qua tenth PO Como Pt son variables de

integraci6n sabre el voluatsn invariants V.

Dicho do otra format Los promedios temporales,promediados a su vez an

el espacio de lea fsaes ,ooinciden con los promedios an al espacio de las fa--

sea de is funcidn original pare un instants fijo ( el inicial,por ejemplo).

For otra parte,del teorema de Birkhoff y do is hip6tesis do transitivi-

dad mitrica, se sigue qua

< < f
T

>3 - < f >T casi por doquier an V (I.?)

Restando (1.7) de ( 1.6) Be obtiene

< < f > - F(Pa ; t0;T) >3 - < f >T - < f >3 (I.8)

La igualdad entre el promedio temporal qua eparece an el teorema do Birkhoff

y el promedio sabre is parts invariants del espacio do las fases quedar6

demostrada si as prueba qua el miembro de is izquierda as nulo. Conviene

resaltar e l hecho do qua an (1.8) las dependencies an T son aparentes.

Damoatremos finalmente qua el primer miembro do ( 1.8) as nulo. Sea 8

un ndmoro positivo arbitrario y V1 el conjunto de puntos PO E V Para
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I < f >T - F(Po;t°;T) I < 8

y sea V? tal que V^ U V2 - V

Se verifices

I f ( < t >T - F(PoitOiT) { dµ :
V

^ ^ < f > - F(P ;t ; T) ^ dµ + I ^ < r > - F(P°;t°; T) ^ s

V
T O O V T

^ 2

S B 4111 ) t l 1 < 1' > l AN t l lFCPito;T)I. AN -
1 vz ^ vz

° .

- b µ(V^) + ^ < f >T ^ µ(V2) + I ^ F(P°;t°cT) ^ ^• (I.9)

V2

Por el tenrema de Hirkhoft

lim F ( Po;t°;T) - < f >T casi por doquier en V.

T-+^

Luego
lim µ(V2) - 0
Tioo

0 1° que es to mismo,pare T suticienternente grend^ µ(V2) < 8 .

Estudiemos atnra el dltimo sumando de (I.9)s

f I F(P it
;T) I. dµ - ^ c^ I ^ ^ o+T f(Pt) dt I s

V ° ° V2 T to
2

T V2 to

^ to+T
- ^ dt

T t°

^ o+T
dt

T t
0

1 lr(Pt' ~''z

/ 1 '190)1 4
Ilzlt)
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Por el teorama de Liouville

µ(V2(1)) - u(V2)

con in qua

lim µ(v2(t)) - 0
T -, oo

Luego, para grandes valores de T

f I F(Pa; ta;T) I dµ < b
V2

El primer miembro de ( 1.8) quads finelmente

f dµ<f>
T

- F(P
o
;t

0 ;T)
I s

a µ(v1 ) + < f >
T

6 + e

Conn 6 as arbitrario results qua

f I< f >T - F( Pa;ta ;T) dµ - 0

a sea

< < f >T - F(P0;ta;T) >3 - 0

y comparando con (1.8 ) se llega a

< f >T - < f >3 casi por doquier an V. (I.10)

La igualdad (I. 10) o oorolario del teorema de Birkhoff Si hay transi-

tividad mAtrica,es to quo frecuentemente an Fisica so llama " Teorema Ergddico".

El problems fisico as centre entonces an el estudio de is propiedad de

transitividad m6trica an los sistemse fisicos . Aquellos an los qua as do is

citada propiedad as dice qua son ergddicoa . Es to mismo qua decir qua el

corolario del teorema de Birkhoff as v&lido pars ellos.
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Asimismo,no existe un procedimiento general pars determinar ni el nOmero

ni el carActer do las constantes do movimiento do un sistema flsico dado

qua no implique is resoluc16n do sus ecuacionas do movimiento. No obstante

la enargia lo as pars un sistema aislado. Veremos,mAs adelante,que as con-

veniente considerar qua el sistema fisico ocupa un volumen finito an el as-

pacio do las fases. Por ello,y aunque el sistema esta integrado por par-

ticular libres,al toner an cuenta el efecto do las parades del recipients

no podremos considerar oomo constantes do movimiento ni el momento lineal

ni el angular. Pero nada so puede anticipar "a priori" sobre la existencia

do otras constantes do movimiento qua implicarian la descomponibilidad matri-

ca do le hipersuperficie EE del sistema.

Por sencillez,pero sin rigor, se procede comp si is energia fuera la

bnica integral de movimiento global an aquellos casos an qua no tenemos co-

rocimiento do ninguna otra. Los resultados deben justificarse "a posteriori".

En cambio,si corocamos otras integrales globales distiotas do E la no

transitividad matrica do EE est& asegurada y estamos obligados a prome-

dier sobre la hiparsuperficie do r qua tongs an cuenta los valores do

todas y cada una do el1sS . Do esta extensi6n a sistemas con varias constantes

do movimiento as ocupa el toorema do Lewis , al qua nos referiremos an el Capi-

tulo II.
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CAPITULO II. OTROS TEOREMAS ERGOOICOS.

1. TEOREMA DE LEWIS.

Como el do Birkhoff so trata de un teorema abstracto an teoria do

integraci6n referents a una transformaci6n qua conserva la medida an un

espacio invariants [iS]. Nosotros supondremos qua data as al espacio de

las fases , dotado do la medida do Lebesgue ,cuya invariancia an is evoluc16n

temporal ast8 garantizada por la scuac16n do Liouville.

Sea yi( P) una constants do movimiento , por supuesto global. Si is

dimensi6n del eapacio do las Eases as 2n el nOmero do tales conatantes

do movimientdY yi qua pueden encontrarse ser9 2n-1 comp mAximo. Supon-

gamos qua hay k do dstas. La constants "vectorial" del movimiento

Y(P) • I Y1(P) ; Y2(P) ; ... ; Yk(P)

so dice as un invariants completo del sistema , y tiene la propiedad de qua

toda funciGn inedible qua ass constants do movimiento es,casi por doquier

an V,parte invariants del eapacio do las fasea,funcionalmente dependiente

del invariants completo.

Por el teorema do Bitichoff < f >T as una constants do movimiento;por

tanto as funcionalments dependiente do Y(P ) y podemos definirs

F[Y(p)] n < f >
T

casi por doquier an V. (II.1)

Supuesto conocido el invariants completo , el problems do calcular prome-

dios temporales as equivalents al do determiner F.

A coda P E V c r le asociamos , mediante el invariants completo , un pun-

to do Rk . Sea Y-1 is correapondencia inverse. Designemos por Y 1(X) el

conjunto do puntos del espacio V pars los qua el invariants completo

tome valor-as dentro del conjunto X c Rk . Como Y( P) lo forman funciones

inveriantes Y 1(X) as invariante , salvo un conjunto de medida nula al que

llamuremos Z . Do otro modo; Y-1(X) - Z as un conjunto invariants an V

y µ(Z) - 0.

El teorema do Birkhoff se puede splicer al conjunto invariants 1T1(X)-Z

y do

IY 1(X)-Z

< f >T du - f
`T1(X)-Z

f (P) c

cre se rodrtayi pbteKer eL ti¢mro

de movL'Mi,eviCo ro,^6L%

to eas 2v. -u.(Rgrales
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sin mAs qua cambiar el Orden de integraci6n an el primer miembro. Par su-

puesto qua µ as refiere a is medida an V . La aditividad de is misma

permits escribir Is relac16n anterior asi:

f

v-

< f >
T

dµ -
YI (X)

f(P) dv
^(X )

qua equivale a

f _l F[Y(P)] d1+ . f

Y

_1

(X)

f(P) dµ (11.2)

Y (X)

Es conveniente escribir de otra forma m&s l6gica el miembro de la

izquierda , pueslo qua F actda soars puntos de Rk y an cambia is in-

tegral as realize an V. Para ello definimos como medida inducida par

a Is m tel qua

m(X) • µ[Y "(X)]

con lo qua ( 11.2) as ascribe

fX F[Y] dm - f^^( X) f(P) dµ (II.3)

El problems shore as calcular F pare lo coal habrd qua diferenciar

an el sentido abstracto . Para un P dado,sea A el conjunto de los valo-

res ai.yi(P) qua tome al invariants complato an P . Se trata,por tento,

de deriver is expresi6n (11.3) an al punto Y - A . ( a1,...,ek). La ge-

neralizaci6n do la definicl6n usual do derivada permits escribir

F(A) . lim
b -+0

f F(Y) dm

la (A )

m [ I6(A) ]

donde I6(A) as el conjunto do puntoa "prrximos " a A an el sentido

de qua sue coordenadas yi estAn relacionedas con las componentes del

invariants completo par

I
yi - ai s b
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La expresi6n (11.3) permite escribir F(A) an funci6n de integrales an V t

f(P) dµ

/Y ^^ Ib(A)]

F(A) . JIM
6 -+ o

µ[ ^(I6(A))]

(II.4)

Asf,la funci6n F quads completamente determinada y permits calcular

Jos promedios temporales t a una trayectoria dada is corresponds un cierto

punto A E Rk y como f(P) as un dato,el promedio temporal se calcula

integrando an V-1( I6(A) ). De eats forma as elimina is diticultad do

is no existencia de tranaitividad an V ; pare silo so promedia no on todo

el espacio invariants Biro an una zone restringida de 61 , asimismo inva-

riante y ya m4tricamente indescomponible al ester determinada por al in-

variants completo . Fir supuesto so necesita qua las superficies Y(P) . cta,

seen lo suficientemente" suaves " como pare permitir el use do m4todos ena-

ifticos. En particular, si is energia for-mass un invariants completo , la f6r-

mula (11.4) oblige a trabajar an una pequefta envoltura alrededor do is

hipersuperficie do energia constants EE. Eatas promedios an torro a hi-

persuperficies determinadas por el invariants completo son loa quo Trues-

dell [ 16] llama promedios pantamicrocan6nicos.

2. TEOREMA DE VON NEUMANN

Pass por ser el primer teorema ergddico , pues aunque Birkhoff public6

un ano antes el qua lleva su Hombre conocia previaments el do von Neumann

[ 9 ]. El teoreme de Birichoff se conocs a veces con al nombre de teoreme

erg6dico individual y el do von Neumann con al do teoreme erg6dicc "en

media".

Para demostrar el teorema do von Neumann so asocia un espacio de Hil-

bert )Q a las funciones de cuadrado sumable definidas on V,siendo µ(V)

finita a invariante . El producto escalar de f(P) E £2(V) y g(P) E c2(V)

es,por definici6n

( f , g ) • I f( P) g(P) dli
V

La evoluci6n temporal implica un grupo uniparam6trico Tt do transforms-

ciones analiticas de V an si mismo,qua induce otro grupo do transforms-

ciones Ut an el aspacio A,. Asi results:
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Ut f(P) = f(Tt P) . f(Pt)

Este grupo as unitario, como so puede comprobar fAcilmente por ser Ut una

transformaci6n invertible [1i]. Utilizando la resoluc16n espectral de Ut

se puede demostrar que,para toda f(P) E Jt,existe otra funci6n de X que

designaremos por < f >T tal qua

t +T
lim 1 ° Ut f(P) dt - < f >T 0 (II.S)

T -ioo t
0

donde is norms 11 f 11 de una funci6n so define coma ( f , f )1. Se demues-

tra edemAs qua < f > as invariants an el sentido de qua
T

Ut<f> - < f >
T

Este teorema , en gran medida anAlogo al do Birkhoff,resulta mAs dObil

qua ests Oltimo al ser do convergencia an media owdrdtica an luger de

puntual.

Si al propio tiempo tenemos que f(P) E c2(V) y f(P ) E IT(V) se

puede damoatrar que las dos funciones limites < f >T (las definidas

casi por doquier por los teoremas do von Neumann y Birkhoff ) son iguales

c.p.d. an V. Para la independencies do < f > respecto a P as de nuevo
T

c°ndicibn necesaria y suficiente is transitividad mfitrica do V. Par tento,

y an el contexto do la MecAnica Estadistica Cldsica,el interAs del citado

teorema as minima.

3. TEOREMA OE MOPF.

Es una generalizacibn del teorema do von Neumann qua so presto a una

primers introducci6n del concepto de "mixing", mAs general qua el de ergo-

dicidad y do gran interAs an los tratamientos modernos de este tipo do

problemas.

En dicho teorema no se trata do relacionar promedios temporales con pro-

medios an el espacio do las fases , sino qua se demuestra qua a partir de

una distribuci6n inicial g0( P) an al espacio V Is evolucidn del sistema

as tal qua Ut g0(P) - g(P) tiende hacia un valor estacionario y uniforme

g El valor media do una cierta funcidn f(P) viene dado por el producto

escalar usual ( f , g ).

El toorema de Hopf establece qua
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lim

T -+ m

to+T
U gx ) I z dt = 0

t
0

(II.6)

lo qua indica qua el promedio temporal de las fluctuaciones estadisticas

on torn a sus valores limites tiende a cero cuendo T crece indefinida-

mente.

La relac16n (II.6) no express exactamente una convergencia an media,

comp puede observarse compardndola can (11.5). La condici6n necasaria y

suficiente pare qua se verifique el teorema de Fbpf es,aparte las ya men-

cionadas,la de qua exists trensitividad mAtrica an el espacio V X V ,

producto cartasiano de V por si mismo. Por supuesto que la medida inva-

riants an V induce otra medida invariante an V X V y as an funcl6n de

esta Oltimacom o hay qua definir la indescomponibilidad mAtrica del espacio

producto.

Si llamamos sistema "mixing" a equal an qua as vAlido al teorema de

l-bpf y sistema erg6dica a aquel an qua se cumple el teorema de Birkhoff

y su corolrrio,resulta qua todo sistema "mixing " as argddico , puesto quo

Is transitividad mdtrica an V as condici6n necesaria pare la transitivi-

dad m6trica an V X V. De ahi qua una forma de prober is argodicidad de

un sistema sea demostrar qua se trata de un " mixing ", lo cual puede resul-

tar an algunos casos As sencillo. En el capitelo VI se matizard al con-

cepto de "mixing ", que se puede presenter an dos formas diferentes3 la fuer-

te y is ddbil ; esta Oltima as propiamente a la quo as refiere el teorema

de Fbpf.
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CAPITULO III. ADAPTABILIDAD DE LOS TEOREMAS ERGODICOS A SISTEMAS FISICOS

1. HIPOTESIS CLASI-ERGODICA Y TRANSITIVIDAD AIE TRICA.

Como ya so indic6 an la Introducci6n,tanto la primitiva hip6tesis ergb-

dice comp la hip6tesis cuasi-erg6dica no constituyan una base sabre la qua

so pueda demostrar la requerida equivalencia entre promedios temporales y

de Ease. Le Teoria Erg6dica , qua propiamenta comienza con el trabajo de

Birkhoff ye citado, presenta el problems de modo distinto : un sistema so

11amarA erg6dico cuendo is see aplicable el teorema de Birichoff , con corola-

rio incluido . La condition necesaria y suficiente as Is hip6tesis do transi-

tividad mntrica , qua reemplaza asf a is primitiva hip6tesis ergddica y a is

cuasi-.ergddica.

Par su interns fisico conviene resaltar aqua is distincibn entre las hi-

p6tesis cuasi-ergddica y do transitividad m6trica. En lenguaje matemAtlco,

is primers exige qua is trayectoria sea dense an el conjunto de puntos ac-

cesibles an el espacio do las fases. En cambio , la segunda impide is axis-

tencia do conjuntos do medida no nula,invariantea , por los qua no pass una

trayectoria cualquiera . Y 61 qua la trayectoria sea dense no presupone nada

sabre su posible anetrac16n an todo con unto do medida #P positive Dicho

do otra format aunque is trayectoria sea dense no pasa,en general,por todo

conjunto do medida positive , puesto qua el complementario de Is trayectoria

as do medida positive y no contiene puntos do ella. Son,por tanto,dos con-

cepton independientes : la trayectoria puede ser dense y ello no implicar

nada sabre la existencia do transitividad mntrica. En Teoria Ergddicu so

utilizan conceptos do teoria do la medida (transitividad y no meros con-

ceptos topol6gicos ( cuasi-ergodicidad).

(*) El hecho do qua un conjunto sea denso no prefija nada sabre su medida.

Aaf,an un intervalo do le recta real los rationales y los irracionales

son densos y uno tiene medida taro y el otro la del intervalo.

Tampoco Is no numerabilidad implies medida positive ya qua el conjunto

de expresiones decimales infinitas,obtenidas mediante la exclusi6n de una

cifra del sistema de numeration empleado,es un conjunto no numerable pero

do medida nula: (Cantor's Ternary Set,[18]).
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2. MEDIDA EN LA HIPERSLIPERFICIE EE .

Los teoremas erg6dicos son vilidos an teoria abstracts do integraci6n,

aunque nosotros los utilizamos solamente an el contexto de is Mecdnica Es-

tadfstica . De esta forma el con j unto m6s amplio de puntos he sido introdu-

cido come la parts invariants V del espacio do las fases r la trans-

formac16n puntual as la dada por la evoluc16n temporal y la medida as is

inducida an V por is de Lebesgue an r que so conserve an virtud del

teorema de Liouville.

El primer problems qua so plantea as el de elegir la parts invariants y

do medida finita V,en is cual so calculan los promedios , supuesta la into-

grabilidad do la funci6n f(p). La elecci6n V e r no as apropiada porque,

aunque seguiria siendo vAlido el toorema do flirkhoff ( camprudbese an la

demostrac16n ), no to serfan rd el corolario , que as el resultado fisico in-

teresante , ni los teoremas do Lewis,von Neumann y Hopf. Se trata puss de do-

terminar una parts invariants v c r que sea de medida finita y,por au-

puesto,m6tricamente transitive.

Es usual suponer quo el sistema estd aislado con lo cual is hipersuper-

flcie EE , definida por is igualdad energies - constants puede jugar el

papal del conjunto invariants V . Los promedios so calculan an Is hiper-

supsrffcie EE ,con lo qua an Teoria Erg6dica juegan un papal relevente los

promedios calculados an is colectividad microcan6nica

Una dificulted , quo as preciso superar , consiste an qua µ(EE) . 0 par

ser EE de dimension 2n-1 y ester definida p an r que as do dimen-

s16n 2n . La soluci6n do tomar la medida do Lobesgue an EE ,ro an r ,

no as adecuada ya qua tal medida no results ser invariants . En un lenguaje

muy vulgar , pero intuitivo , el problems serfs date: podemos medir m3 an un

espacio , y 6stos son invariantes bajo una cierta evoluc16n temporal . El nd--

mero do m3 do una superficie as caro y el n6mero do m2 on la misma

no son invariantes . Se necesita definir una medida sobre is 'superficie

qua ponders las distintas partes do is misma de forma qua porciones corres-

pondientes por evoluci6n temporal tengan la misma medida.

(ii) De hecho, es an la demostrac16n do la igualdad entre promedios micro-

can6nicos y promedios temporales donde radica el valor do la Teoria Ergd-

dica como instrumento do fundamentac16n do is M. E. del equilibrio,ya quo

los demos promadios estadisticos,can6nico y mecrocan6nico,se fundamentan an

al primaro.
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El problema de hailer tal medida invariante eri EE ha sido resuelto por

Khinchin [19],en la hipdtesis de qua lee superficies de energla constante

sewn suficientemente "suavas" come pars permitir el empleo de mdtodos ana-

liticos. Para ello consideremos la hipersuperficie EE y otra pr6xima a

ella
EE+AE

que delimitan un conjunto de puntos rE C r de medida finite

an el espacio de less fases. Sea M un subconjunto de EE y rLI la parts

de rE qua tiene a M comp proyecci6n ortogonal sobre EE. Lamando µ

a la medida de Lebesgue resulter&:

µ2n(rM ) - I d2n(r) - I dw2n-1(EH) dnH
rM rM

con E s H s E+AE y dnH =
dH

I grad HI

N (r ) - I dµ (E )
H

dH
2n M

rM
2n-1 (grad HI

E+AE

I dH I Xr 1(EH

E
EH M Igrad H I

donde Xr
m

as is funcifn ceracteristica del conJunto rM (la qua vale 1

pare los puntos de rM y taro pars el resto).

El teorema de Liouville asegure la invariancie de µ2n (rM) y,por tanto,

la invariancia de

lim µ2n (rM) - 1101
I E+aE

dH 1YIM 2n-1(EH)
AE -+ 0

AE
AE -+ 0 AE E EH H

Igrad HI

11m
1

CIE+AE
dH f X 2rr-l(EH ) - IE dH I X dµ2rrl(EH ) -

AE -+ 0 AE o EH MH
Igrad HI

0
EH

MH
Igrad HI

= d
[f

E dH I XM dµ2n-1(EH) , -
dE 0 rH H Igrad HI

- I X.. 2n- 1(EE)

EE Igrad HI
H-E

. Resulta eel:
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f
CI^L

2n-1(£E)

M (grad HIE

Dicha integral as lo qua definimos como medida de M an EE que,por

construcc16n,resulta inavariante. Asi:

m(M) c f dm (EE) e f du2n-1(EE)

M M (grad HI
H=E

(III. 1)

Se puede demostrar qua eats definici6n as compatible con las prescrip-

ciones del taorema de Lewis pars el caso an qua is Onica constante de mo-

vimiento sea is energia. Los promedios an EE se escriben asi:

< f >3 - 1 f f(P) d42n-1(EE)
m(EE) EE Igrad HI

H=E

Y eats promedio as al qua coincide con el temporal si is hipersuperficia

de energies constants EE as m6tricemente indescomponible.

Si hay mis de una constants de movimiento el teorema de Lewis proporcio-

na,junto con is generalizaci6n de is f6rmula ( III.1 ), el modo de calcular

lox promedios de fase correspondientes . El procedimiento represents esen-

cialmente una raducci6n del espacio de faxes accesible al sistema,acom-

panada de una redefinici6n de is madida con al objeto de conserver su

invarianciu bajo is evoluc16n temporal.

3. FASES EXCEPCIONALES.

Supuesta is transitividad m6trica,el corolario del teorema de Birkhoff

asegura is igualdad entre los promedios temporales y los calculados an una

hipersuperficie mAtricamente indescomponible an el espacio de las fases,pa-

ra casi todas las trayectorias del sistama. El problems qua se plantea as

c6mo garantizar is irralevancia de esas trayectorias asociadas a fases ax-

cepcionales. En principio al sistama puede ester an un microestado excep-

cional y an asta caso,adn existiendo transitividad mAtrica,no serfs licita

is igualdad de promedios.
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Para evitar esta dificultad .13 imponu la cond1ci6n do que el efucto de

esters fuses inieialas sea despreciable an los casos usuales , lo cual pareee

sugarir una rolaci6n entre medida y probabilidad. En concreto so supone quo

is distribuci6n de probabilidad pars qua se den ands fuses de un ciorto sub-

con,junto do r as funci6n absolutamento continua (".. ) do is medida do dicho

recinto an is hipersuporficie do los puntos accosibles al sistema. Asi

resulta qua is probabilidad de qua el sistema so encuontre an una fuse ex-

cepcional as nule por constituir todas las fuses excepcionales un conjunto

do medida nula . Oa esta forma a una teoria abstracts coma as is Teorf

Erg6dica se le data de un elements estadistico , como as la ralaci6n proba-

bilidad-anedidu que,olovada a is categorla do postulado ,hace uplicable is

teoria matemdtica a is Macanica Estadistica.

Otru forma do resaltar is no impurtancia de las faces excepcionales as

pensar an is estrbctura de tipo " coarse-grained " qua se usa an Macu'nica Es-

tadistica , no s6lo cuando so quiere pasar de una descripci6n dindmica del

sistema a una descripci6n termodinbmica , sino tambidn an la descripci6n rea-

lists de cualquier proceso do medida . En lugar de promediar funciones de

puntos so promodiun funciones do "celdas",conjurrtos formados par microosta-

dos indistinguibles entre si par media do medidas macrosc6picus instentA-

noas . Esta dascripc16n as mats grosera qua is microsc6pica complete (" fine-

grained " ),porque utilizer tan s6lo un pequeno n6mero do variables macrosc6-

picas independientes . El valor qua cads una do estas variables toms en

una colds determinada represents un cierto promedio de los .valores qua

dicha funci6n tomaria an cads uno do los Ountos de is misma ; como la colds

as de dimensi6n finite una integral , caleuluda an ella , ra viana alterada

par is influencia de conjuntos de puntos do medida nula ,por to cual, aunque

hays puntos excepcionales , en las promedios tipo "coarse grained " no so ma-

nifiestan; dicha do otro modo :no hay eeldus excepcionales.

(*) Una funci6n de conjunto p as sbsolutamente continua respecto a una

funci6n de medida m si,para todo e > 0 existe un 6 > 0 tal qua pars

todo M del dominio de p qua verifique m(M) < 6 , se cumple I j)(M)l < s.

So deduce quo p ( 61).0 si m (M).0. La contirruidad ubsoluts en variable rani

se puede entender comp un caso particular do ester definici6n.
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4. SOLf1L LAS CONSTANTES DE MOVIMIENTO : THANSITIVIDAD METRICA EXTEr7)IDA.

En los apertados anteriores hamos vista comb los teoremas erg6dicos

ordinarios (Uirkhoff,von t:sumann,l-bpf) ofracen una justificac16n del cAl-

culo de promedios an MecAnica Estadfstica,en la hip6tesis do qua is hiper-

superficie EE sea mAtricamente transitivu. Par otro lado,el teorema de

Lewis,que no estA sujeto a tal limitaci6n,exige pare su aplicaci6n el cono-

cimiento del invariante completo. Como la existencia de constantes do movi-

miento distintas do la onergia rompe be transitividad m6trica ) se com-

prende,an cualquier caso,el importante papal qua dichas magnitudes juegan an

relaci6n can la posible ergodicidad del sistema.

El problema do la determinaciAn do todos las constantes do movimiento

do un sistema dodo aparece -como fundamental. Par su relaci6n con toorias

erg6dicas nos estamos refiriendo, una vez mds , a constantes de movimiento

globales y "aislantes" ( qua reduzcan efectivamente be dimensi6n do la

parte accesible V del espacio de fases). Pero ni limitAndoros a dotes

sabemos do ning6n trabe jo qua resuelva definitivamente el problema do

cuOntas y cuAles son las constantes do movimiento de un sistema fisico dada.

Una aportaci6n interesante, que suaviza be existncia do transitividad

m6trica,es la restricci6n qua Khinchin sugiere pars Is aplicaci6n do his

teoremas erg6dicos. La idea consiste an aplicarloa solamente a funcionea

do fase qua representen observables fisicos. Y comb diferentes puntos del

espacio de las fuses pueden corresponder al mismo estado fisico,laa funcio-

nes interesantes habrAn do tomar los mismos valores an todos los puntos del

espacio de las fases qua representen el mismo estado . Estas funciones,lla-

madas "normales" par Khinchin [2o],no presuponen un tratamlento " coarse-

grained" puesto qua siguen operando sabre puntos y no sabre celdas. Asi,por

ejemplo,las funciones per16dicas an las coordenadas angulares serAn lets

6nicas uptas pare representar observables fisicos. Del mismo modo,si el

sistema to Forman particular indistinguibles,una funci6n normal he de tomar

el mismo valor an un punto del espacio de las fases ( fase espeaffica) qua an

todos los qua so obtengun a partir de al permutando sus coordenades (fase

genArica).

(*) Conviene insistir an el hecho do qua la no existencia do constantes

do movimiento no so he demostrado qua sea condici6n suficiente pare. garan-

tizar la transitividad m6trica. Asi,por ejemplo,si so opera an la hiper-

superficie EE ,no baste la no existencia de otras constantes do movi-

miento distintas do la energia pare asegurar be indescomponibilidad m6trica

do la hiparsuperficio do energia constants.
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pi - w, - cta.

p2 =
w2

- cta.

qua as un plan paralelo al 81 82 y dasda luego una parts de is hiper-

superficie I(p12+p22) E - cte. Falter ver si hay transitividad mdtrica

extandids an aste plan (desde luego tenemos transitividad m6triea ordinaries

si cortamos ademAs por la superficie 81 p2-8.,pl= cte., lo coal carets do

sentido flsico).La trayectoria as

8^ -
w e2

+ cte.
2

EstA constituida par sagmentos an un cuadrado de lado 2n y is condici6n

pars qua 6stos Sean conjuntos finitos o infinitos do segmentos distintos

as qua wl /w2 sea rational o irracional, respectivamente. En asta Gltimo

caso se pueda damostrar qua si el cuedrado se subdivide an dos partes in-

vuriuntes, de forma qua todos los puntos fisicamento equivalentes estAn

an la misma parte,una de alias as de madida cero; es decir: al plan

81 0
2

es m6tricamente indescomponible , en el sentido extendido , se las fre-

cuancias son inconmensurables . En este caso los promedios temporales do fun-

ciones rormales son iguales a los promedios calculados an al plan definido

por p1 - w1 P2-
w2 a pesar do is existencia de is constants de movi-

miento 81 p2 - 02 pi .

La aportac16n de Khinchin mejora el contenido fisico y la aplicabilidad

do is teorla arg6dica ordinaria . Pero no resuelve definitivamente el proble-

ma puesto qua subsiste is dificultad de investigar is transitividad de las

hipersuperficies ,o lo qua as lo mismo,de encontrar las constantes do movi-

miento.
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CAPITULO IV TF 1*1EMA BE KHINCHIN

1. FUNCIONES SUMA.

Los teoremas erg6dicos precedentes son vdlidos con independencia del

nGmero de grados de libertad del sistema fisico. Son resultados de DinAmica

General. Khinchin he propuesto un teorema erg6dico que,aunque de alcance

m$s restringido que los de Birkhoff, von Neumann y Hopf, es perfectamente

aplicable a muchos de los sistemas macrosc6picos reales [11 ]. Es un teore-

ma asint6tico an el sentido de qua as vAlido cuando el nGmero de grados de

libertad del sistema tiende a infinito. AdemAs,se aplica a una cierta clase

de funciones mAs restringida que is clase de funciones integrables del teo-

rema de Birkhoff o de is de funciones normales citadas an el capitulo an-

terior.

El teorema asint6tico de Khinchin se aplica a "funciones suma" entendie n

do por tales a aquellas funciones del espacio de las fases que se pueden

escribir coma suma de funciones de las coordenadas de cada particula. Es

decir:

N
f(P) = E fi(Pi)

1=1
(IV.1)

donde N represents el nGmero de particular ). Las fi(Pi) dependen

de Is Ease P1 del espacio de las fases
ri

del subsistema i . Natural-

mente fi traduce an dicho subsistema is misma propiedad que f repre-

senta pare el sistema macrosc6pico.

Veamos algunas propiedades de las funciones sums qua se deducen de su

definici6n. Comencemos por un estudio de su dispersi6n. Para este tipo de

funciones,promediando an Is hipersuperficie de energia constante £E se

obtiene:

N
<f> = E <f>

1=1

donde cads promedio del Segundo miembro se puede calcular operando an el

subespacio asociado a cads una de las particulas integrantes del sistema.

N
(*) Truesdell [ 46] trabaja con funciones sums del tipo f(P) =

1
£ fi(Pi).

Este definici6n,si bien tiene menos sentido fisico , simpiifica
N i=1

alga los cAlculos.
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La dispersi6n en torso al promedio anterior vendrA dada por

_ <[^_^lf5 <F1 z)JZ z

N
= 1-1 (fi - < fi >£)2.>E +

ilk

< (fi - < fi>E) ( fk- < fk>E) >£

De estos dos sumatorios el primero es del orden de N ,yes qua se trate

de N sumandos,todos acotados por hipdtesis. E1 segundo consta de N(N-1)

sumandos,cuya evaluacidn constituye el exclusivo ob,jeto del cep. VIII de

^4 ^. En dl se demuestra qua el segundo sumatorio es tambidn del orden de

N ,al resultar cads covarianze del orden de 1/N Para ello se requiere

qua less fi satisfagan less siguientes hipdtesis:

- Cada fi de be ser integrable en el respectivo I'i .

- Al aumentar N ,cads fi ro debe crecer mAs rdpidamente qua determi-

nada potencies de la energla total E Tal condicidn sirve pars garan-

tizar la convergencies de los promedios sobre cede I'i en el peso al

1lmite N ^ .

- La correlacidn antra dos de tales funciones fi y f^ es debida exclu

sivamente a la restriccidn E = cte. Para N -^ ^ tal correlacidn

tiende a taro y se puede splicer el Teoreme del Limite Central )

pare calcular less caracteristicas estadisticas de la funcidn sums,

Por tanto,se lleya a la conclusidn de qua

Q ^. N^ (TV.2)

Si se define shore

de la desigualdad de Schwartz se deduce qua (+)

(*) Como es sabido,el ieorema del Limite Central proportions la expresidn

aproximada Para la ley de distribucidn de la sums de un gran nGmero de

magnitudes aleatorias independientes [12].

(+) De ( ! 9(P) h(P) dµ )2 5 ( ^ [g(P)72 dµ ) ( f [h(P)^2 dµ )
V V V

haciendo g(P) = Ifl y h(P) = 1 se obtiene < Ifl>` s < f >
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a ' _ < I f - < f >F I >E

< ( f - < f >E )2 >E j2 N2 (IV.3)

2. TEOREMA ERGODICO PROBABILISTICO.

Tratemos ahora de relacionar promedios temporales y promedios de fase

pare dicho tipo de funciones suma . Sea Ma el conjunto de puntos de EE

definido por

M =
a I P E EE / I < f >

T
- <f>t I za I

siendo a una magnitud positive arbitraria prefijada y < f >
T

un pro-

medio temporal del tipo qua figura en (I.5). Definimos ahora

M
a
T { PE EE / I <f >T - < f>E I z -a-

2

siendo < f >T un promedio temporal (I.5) pero sin tomar el limite

T - co . Ya que , por el teorema de Birkhoff < f >T < f > casi por

doquier podemos escribir , para valores de T suficientemente grandes una

desigualdad del tipo

m(MaT)

a

z m(Ma ) 2 2 m(Ma)

De (IV.4) se deduce,haciendo use explicito de la medida sobre EE

introducida an (III.1)

I< f>
T
-< f >

dµ(EE)

z m( M T)
a

z i m(M

a

) a
MaT Igrad HIH6E a 2 4

(IV.5)

Teniendo en cuenta la desigualdad de Schwartz,la integral de (IV.S) se

puede escribir

1 T
I I f(Pt) dt - < f >ET T 0I M I

d4(EE)

Igrad HI

(IV.4)

F6E

1 1T dt / I f(Pt) - < f >E I
dµ(EE)

T 0 M T Igrad HI F^E
a
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T dµ(EE )
f dt f f(P) - < f>E I

T 0 MaT(t) (grad
HIHE

T d4 (E )
s dt f I f(P) - < f >E I E _

T 0 E (grad HI
H=E

T

a' m(E ) 1 dt = a' m (E ) (IV.6)
E T 0 E

Como los primeros miembros de (IV.6) y (IV.6) son iguales , la com-

parac16n de los segundos da

m(Ma)
4 a ' (IV.7)

m(EE) a

El primer miembro de (IV.7) represents is probabilidad de qua al elegir

al azar on sistema de Is colectividad ricrocan6nica cometamos on error

de magnitud mayor qua a al identificar el promedio temporal infinito

de una determinada funci6n de fase sobre el mismo con el promedio micro-

can6nico de dicha func16n. Como los promedios de funciones sums son,

por definici6n,del orden de N y pare alias a' - Ni un criterio de

equivalencia entre promedios se obtiene tomando pare a el valor

a = N 3/4 ' 3/2

De esta forma las discrepancies entre promedios son pequenas comparadas

con los promedios. Asi tendremos:

Prob I I < f >T - < f >E I > a .., N3/4 f ,., N- 1
/4

(IV.8)

Una simple inspecci6n del resultado muestra qua la elecc16n del valor de

a as arbitraria dentro de ciertos 11mites.

La expres16n (IV.8) proporciona informaci6n sobre el orden de mag-

nitud del error cometido al identificar promedios. Como este error resulta

pequeno al ser N grande,la formulac16n de Khinchin proporciona un teo-

rema erg6dico probabilistico pare sistemas macrosc6picos exento,en

principio,de is hip6tesis de transitividad mEtrica.
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El teorema de Khinchin presenta tambi6n algunas dificultades que con-

viene discutir. El paso de is f6rmula (IV.7),de naturaleza matemAtica,a

is (IV.8),de plena sentido flsico,se ha hecho suponiendo implicitamente

is conex16n medida-probabilidad y,por tanto,que as poco probable que

los conjuntos de medida microcan6nica pequena se den an la prActica.

Asl,las fases iniciales se consideran aleatorias y su distribuci6n de pro

babilidad se supone absolutamente continua con respecto a la medida

microcan6nica,en el sentido explicitado an el apartado 111.3 . El pro-

blems consiste en qua el postulado de continuidad absoluta,necesario pare

obtener resultados fisicamente relevantes,s6lo se aplica correctamente ,

cuando is medida so define sabre una superficie m6tricemente indescompo-

nible. Y una do las ventajas del teorema de Khinchin ara,precisamente,el

no suponer tal indescomponibilidad.

Truesdell [46] trata de eliminar la dificultad anterior mediante la

introducci6n de las llamadas integrales "controlables" que son aquellas

integrales de movimiento normales que representan magnitudes fisicas

cuyo valor puede ser determinado mediante observations macrosc6picas.

Si existen k integrales de este tipo independientes se puede definir

una medida invariante an una hipersuperficie m de 2N-k dimensiones,

an forma semejante a como so procede an la aplicaci6n del teorema do

Lewis. Se obtiene asi la llamada distribuci6n polimicrocan6nica,que

so reduce a la microcan6nica an el caso habitual an que la 6nica inte-

gral controlable sea la energia.

Las integrales no controlables (integrales residuales an is notation

de Truesdell) tienen forma y valores desconocidos pare el observador ma-

crosc6pico y no son necesariamente normales. Par supuesto,lo interesante

serfs poder asegurar que las integrales residuales son irrelevantes pare

la igualdad entre los promedios temporales y promedios en el espacio de

lam fames; pero, por el teorema de Lewis,que precisa del conocimiento

del invariante completo, sabemos qua esto no as asi. La propuesta de

Truesdell consists en suponer qua las trayectorias pare las que el teo-

rema do Khinchin no se cumpliria constituyen un conjunto de medida peque-

na an m . A tel fin so consideran los valores de las integrales resi-

duales coma variables aleatorias con "igual probabilidad a priori" en

tdrminos de la medida polimicrocan6nica. AsI se liege a is llamada hip6-

tesis de Is colectividad nula . " Al calcular promedios temporales hay

qua conformarse con obtener resultados vAlidos excepto pare conjuntos do

pequena probabilidad polimicrocan6nica,definida an t6rminos de integra-

les controlables 6nicamente." [23]. Desde luego tel supuesto es una forma

velada y m6s d6bil de introducir la hip6tesis de continuidad absoluta.
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Truesdell considera que Is hip6tesis de is colectividad nula as el mi-

nimo compromiso al qua hay qua llegar pars hacer compatibles teorla

erg6dica y colectividades. Por supuesto admite que la probabilidad polimi-

crocan6nica, basada an las integrales controlables Gnicamente,ro tiene el

sentido fisico de las tradicionales. Es simplemente un artificio que as-

tablece el criteria que parmite determiner las trayectorias sin relevan-

cia pars el teorema de Khinchin.

El m6todo de Khinchin tambi6n he sido criticado utilizando el argumen-

to conocido coma la " paradoja de las interacciones d6biles". Esencialmente

el razonamiento as el siguiente : is demostrac16n de Khinchin as valida

6nicamente pars sistemas con hamiltoniano separable

N

H = E H1(Pi)
i=1

Sin embargo ,en este caso ,existen N integrales de movimiento triviales

Hi = Li ,con lo qua no puede existir ergodicidad respecto a la distribu-

c16n microcan6nica.

A prop6sito de esta critics nos gustarla senalar,en primer lugar,que

an la demostrac16n de Khinchin [zg] no aparece explicitamente la hip6te-

sis de la separabilidad del hamiltoniaro. Lo riguroso seria afirmar,con

Truesdell [z4] qua " la esencia del mdtodo de Khinchin consiste an con-

siderar funciones cuya dispersi6n fgsica as pequenapaunque los detalles

(de is demostraci6n) han sido establecidos s6lo pars funciones suma so-

bra un sistema con hamiltoniaro separable,muchos otros casos quedan par

astudiar".

Independientemente de lo anterior is existencia de un hamiltoniano

separable as realists s6lo Si se supone qua el t6rmiro de interacci6n,

de orden A as despreciable frente a la energla de cualquier componente.

Los resultados obtenidos entonces con hamiltoniaros separables constitu-

yen una aproximaci6n al problema real . Par tanto se estdn manejando dos

procesos de paso al limite: N - w y k -+ 0 cuyo orden de aplicaci6n

as importante. La paradoja resulta de tomar primero al limite A -+ 0

Pero si se toma primero el limite N -+ w , Mazur y van der Linden [if]

han demostrado qua las principales conclusions de la teoria de Khinchin

pueden extenderse a sistemas con interacciones d6biles entre sus componr-

tes introduciendo hip6tesis suplementarias . AdemAs ,el der prioridad al

limite N -+ m parece apropiado puesto qua una interacci6n muy pequena

frente a la energla de las componentes puede conducir a efectos macrosc6-

picos tales coma transiciones de Ease.
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En cualquinr caso puede afirmarse que la Teoria try6dica C16sica queda

lejos de estr definitivamente establecida. Par un lado existe uric dificul-

tad de tipo dinAmico relacionada con is hip6tesis de transitividad m6tri-

ca,o lo que es lo mismo,con is imposibilidad de establecer las integrales

de movimiento del sistema. Un Segundo origen de dificultades radica en is

mapesidad 'de introducir alg6n postulado tipo continuidad absoluta de C.

probabilidad respecto de la medida con objeto de eliminar la contribuci6n

de trayectorias excepcionales. Desde luego se treta de una hip6tesis esta-

dlstica mAs d6bil que is teoria de colectividades,pero no obstante impo-

sibilita el justificar is MecAnica Estadistica en una base exclusivamente

dinAmica.
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GAPITULO V . ERODDICIDAD EN MECANICA CUANTICA

1. S013RE LA MATRIZ DENSIDAD.

Supongamos,por analogia con el tratamiento clAsico anterior,que el sis-

tema estd aislado y as finito, de modo qua el espectro del hamiltoniano H

se puede suponer discreto y con eventuales degeneraciones . Si la base del

espacio de Hilbert la constituyen unas ciertas funciones (pi(gg2•••,gn

F- pi(Q) Is funci6n T(Q;t) qua describa el sistema cuintico formado por

N particulas ,se podrd escribir asi:

00

T(t) a T(Q; t) = E ci (t) *i(Q)
i.1

Suponemos todas las funciones normalizadas a is unidad, con lo qua los coe-

ficientes ci(t) definen el vector y(t) an el espacio de Hilbert,con el

extramo fijo an la hipersuperficie

E I ci(t) 2 - 1

1.1

e

La trayectoria de este punto an is hiperesfere unidad viene dada por Is solu-

ci6n de la acuac16n

H Y(t) - i h.T T(t)

Este evoluci6n se puede caracterizar de igual forma par un grupo de trans-

formaciones Ut qua dean is hiperesfera invariants . Si el sistema astd

representado por un hamiltaniano independiente del tiempo , se prueban sin

dificultad las siguientes relaclones

Ut exp ( - -

'f (t) = Ut T(0)

U
Us Ut t+s

U0 =-p

i t H )

h

(v.1)
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Para calcular valores esperados se opera del modo conocido . Si y(t)

representa el estado del sistema y A as al operador asociado a una propie-

dad fisica, el valor esperado de is misma se ascribe asi:

A(t) a ( y , A y) = i c(t) ci(t) (pj , A

La igualdad anterior so puede ascribir

cpi )

A(t) - £ Pi ,( t) ( cp, , A cpi ) Tr [ p(t ) A ] (V.2)

i„j

$i se define el operador densidad

mediante los alamentos de matriz

Pit(t)

H][ P I
3 t h

y la soluci6n so puede escribir

P(t) - Ut P(O) Ut

Do modo qua p(t) proporciona otra posibilidad

me cuAntico an el estado puro y(t).

de representar el siste-

(*) Puede pensarse qua as 16gica la ecuacidn (V.3) pare der is evoluci6n

de un operador . Pero este razonamiento as incorrecto. En primer lugar (V.3)

difiere an el signo de is ecuac16n de Heisenberg ; ademds estamos trabajando

an imagan do Schrtldinger , en la cual los observables tienen dependencia tem-

poral explicita . Para resumir: p(t) no represents una magnitud fisica,y por

tanto su lay de evoluci6n debe deducirse Gnicamente de su definici6n.

c(t) ci(t)

P correspondionte al estado y(t)

puede demostrar

1) p as harmitico.

2) p as de traza unidad.

3) p - Py . Es decir: p as un operador proyocc16n sobre el estado

2
y. , con lo qua p - p

4) La acuac16n do evoluci6n de la matriz densidad as
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Z. CDLECTIVIDADES EN MECAPdICA CUANTICA

Las colectividades en MecQnica Estadistica Cu9ntica pueden ser introdu-

cidas en forma an6loga a Como to son en M.E . C1Asica . La naturaleza incom-

pleta do las observaciones macroscbpicas ^ ros permits asociar al siste-

ma real una colectividad de sistemas que corresponden a estados microsc6-

picos compatibles con rwestra observaci6n . De esta forma a un sistema f1-

sico macroscdpico le asociamos una colectividad de ^, sistemas independien

tes realizando todos ellos _ el mismo macroestado . Cada uno de ellos estarla

descrito en un caso puro por una cierta funci6n de onda t(o)(t) ,donde

a 1,2,...,n, y Para cads una de allas exists el desarrollo

1'(Q^)(t) ^ E cia) (t) roi
i-1

A cads una de estas funciones le corresponds la matriz donsidad

pY' Ct) . cjal''lt, ccAl Ctl

Seg6n to visto anteriormente el valor medio cuAntico de la megnitud A

en el sistema representado por T (^)(t) es

A(a)(t) ^ Tr ( P(a) q )

y sl valor medio de A en la colectividad valdrd^

R't7 .-' ^m , Tr(pCA'A)_ I, Ci_
^^

^ pY ) A,^

Basta definir una "matriz densidad media " de la forme

pi, n ^ ?r pi,) ^ c^a)^(t ) cia) (t)
h a-1

(v.4)

Para que los promedios sobre la colectividad se escriben simplemente

Tr ( p A ) (V.5)

(+^) La incompletitud a que nos referimos aqul tiene el mismo carActer que

en M. E . C1Asica , y no debe confundirse con la debetida completitud de la

descripcibn mec9nico-cuAntica.
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Estes suave matriz p caructarizj is colectividad y as hermitica,do trazu

unidad,aunque an general

-2
P - P

ye no as v8lida Is igualdad

La evoluci6n de p se deduce do las formulas (V.3) y (V.4):

6P i

Lt h
[ p, H] (V. 6)

y representa el analogo cuantico al teorema do Liouville. Es equivalents a la

relacidn

P (t) - Ut P(o) U
t
t

con to qua el valor modio do un observable tomado sabre la colectividud

representada por p se ascribe

AT7 - Tr (p(t) A - Tr ( Ut p(o) utt ) (v.7)

De esta forma so definen promedios y colectividades sin recurrir al es-

pecio do las fases,quo an Mecanicu Cuantica as muy peculiar como consecuencia

less relaciones do incertidumbre pare magnitudes canonicas cpiijugadus. Los

promedios an el espacio do las fuses so sustituyen an el formalisoro cuantico

por el cAlculo do trazas ,y is invariancia de 6stus ba,jo tran:;formaciones

unitarian garantiza is de A1t como fisicarnentu se podia prover.

So pueden definir colectividudes estacionariau,para las cuales 6 = 0

y entre astas la do mayor relevancia pare al problems org6dico as l tmicro-

cen6nica,que corresponde a una distribuciOn uniforme en torso a una estrechu

banda de energies do anchuru 6E,caracteristica de is imprecision do is

medicidn macrosc6pica . Quiere decir qua los niveles do energies do is colectivi

dad estan contenidos an el intervalo ( E , E+GE ) y is matriz donsidad viena

dada madiante una funci6n de la energia qua sea constante dentro del iiiter-

valo. 0 sea;

Po 6i,j
Pi -k

0

si E s Ei s E+6E

pars otrus Ei

siondo o ^ si hay n valoresPa n y propios des Is enerr is dentro dui ir,tar-

valo y no hay dogeneraci6n.
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Do otra forma: dados E y E+6E se toman los valoras propios de H

comprendidos an ese intervalo. Sea n el nGmero do Astos,correspondientes

a los valores propios E1 y funciones propias respectivas Ti (suponiendo

qua no hay degenaraci6n). La matriz densidad de is colectividad microcan6-

nica as

1
n

(V.8)- E P
n i-1 Ti

Do acuerdo con una interpretaci6n usual de Is relaci6n do incertidumbre

energia-tiempo,para una obsevecidn de duraci6n At hay una incertidumbre

an is soergia dada AE,del rango de h/ At . La magnitud 6E qua caracte-

riza el intervalo qua define la colectividad microcan6nica serd,en general,

mucho mayor qua AE puesto quo astA asociada a observaciones macrosc6picas de

del sistema. Por tunto as razonable suponer

8E ) AE

Aunque an MecAnica Cldsica la idea as la misme,allf supusimos que po-

diumos tomar desde un principio el limits 6E -+ 0 , con lo qua obteniamos

la hipersuperficie
EE

. En rigor deberlamos haber definido Is colectividad

microcanbnica an el hipervolumen comprendido entre EE y EE+6E '
Pero

an al marco te6rico do la MecAnica ClAsica no hay limitaci6n pars el valor

minimo de 6E,y de ahi le posibilidad do tomarlo como eero. En MecAnica

CuAntica is cuarta relaci6n do incertidumbre impide tal Cosa.

Al no utilizarse an MecAnica CuAntica al espacio do las fases comp espa-

cio de descripci6n,no so puede tresladar mecinicamento el postulado do

igual probabilidad "a priori" (relaci6n entre medida y probabilidad an r ).

Su equivalents as el de igual amplitud do probabilidad "a priori" y fases

distribuidas al azar pars los estados cuAnticos no degenerados de un sistema,

una especie do equiprobauilidad sobre la parts accesible do la hiperesfera

unidad. Finalmante conviene indicar que a partir do aqua el problems qua

nos ocupa seri,igual qua an teoria cl&sica,el de justificar Is introducci6n

de colectividades y,en particular,el de igualar promedios calculados sobre

colectividades con promedios tamporales,susceptibles do representar magni-

tudes fiaicas macrosc6picamente observables.

3. TEOREM.1A ERGODICO ORDINARIO Et: MECANICA ESTADISTICA CUANTICA.

TumbiAn an MecAnica Estadistica CuAntica se pueden demostrar varios too-

remas erg6dicos. Su santido as anAlogo al qua tenian an MecAnica Estadistica
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Ci&sica. Ahora la evoluci6r, del sistemd, que suponamos finito y aislado,

viene daterminada por el movimiento del extremo de un cierto vector T(t)

sabre la hiperesfera unidad del espacio de Hilbert. A todo observable re-

presentado por un operador hermftico , le corresponde un valor esperado cuAn-

tico ( T(t) , A T ( t) ) • A(t) qua queda definido por la trayectoria del

extremo de y(t). Al igual qua an el caso clAsico se supone qua la medida

experimental no proporciona A(t) sino un promedio temporal del tipo (*)

1 T
f A(t) dt

T o

La teorla erg6dica an Meclnica Estadistica CuAntica trots de encontrar

igualdades antra este tipo de promedios y los calculados sabre la colecti-

vidad microcan6nica. Veremos qua dedus las especiales propiedudes de los

estados cuAnticos estacionarios este prop6sito encuentra dificultades adi-

cionales.

Sea un sistema an un estado puro descrito por y(t) . Se trata de prober

le existencia del limits

T

lim I f A(t) dt

T -ico T o

(V.9)

Si Ei y Ti son los velores propios y las funciones propius del

hamiltoniano tenemos

T(0) - E c1 ( o) Ti ,con ci(o) - ri exp( i ai)CO
i.1

00T(t) . E ri exp ( i CV,) exp ( - i Ei t ) Ti
i-1 h

(V. 10)

La matriz densidad del estado puro representado por y(t) serd

P1 (t) - ri ri exp[ i( °i-cr,) ] exp [ - i (E1-E t ] -

h

- P1j(o) exp [ -i (E1-E
h

]

con to qua tendremos,para el promedio cu&ntico A(t) de un obsorvable A

(*) h6tese qua aunque tel identificaci6n teoria-experimento as habitual,re-

sulta dificilmente conciliable can la perturbaci6n introducida en toda medi-

c16n.
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A(t) - E ri r, exp[i(ai-c exp[-i(Ei-Ei)
h

] Aji

y un promedio temporal se escribirA:

T T
1 j A(t) dt - E ri r,

A,ji exp [ i(ai-a,)] 1

T

1o exp[-i(Ei-E

h

] dt

T o ii

Tomando al llmite paru T -+ o0 obtanemos

< A(t) >T - E r12 A11
i

an el caso de qua no hays degenerac16n,y

(v.11.1)

< A(t) >T - E r12 A11
+ E ri r,

A ji
exp[i (ai-a,))

i^j

11.11)N.

an al caso de qua la haya ( la segunda sumatoria se extiende a todos los

pores de indices distintos a los qua corresponda el mismo valor de Is

onerUia). Estes expresi6n (V.11) constituird al andlogo al teorema de

Oir1choff y do ella se deduce qua al promedio temporal , sotre un estado

daterminado, no dapende de las conditions iniciales ( las faces ai)

cuardo no hay dogenerac16n. En este caso ,y teniendo an cuenta qua el sis-

tema se oncuentru an al estado representado por (V.10), le colectividad

estA representada par un estado mazcla formado par un con,junto de sistemas

dc:;critos por funciones similares a y(t) pero con faces iniciales arbi-

trarias ai distriuuldas uniformemente entre 0 y 2ri. La matriz densi-

dad asociada serd,segdn (V.4)

pi - ri r, exp[-1 ( E1-E,) t] ---2 exP[1(a1-ac1 dad -
h 4TT

2
- r1 6i,j

y el promedio calculado con Ti,
serd

< A >3 + Tr ( p A ) - rig A1i
i

(V.12)
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Cbmparando (V.11) y (V.12) sa liege ul siguientu resultado: el prome-

dio temporal y el promedio estadistico son igueles si al sistema no presen-

tu degeneraci6n an la energia. Esta ausencia do degeneraci6n,quo as condi-

ci6n necesaria y suficiente,uparace coma al anAlogo cuAntico de is trunsi-

tividad m6tricu. Y amt:os no se den cuando hay constentes de movimiento,pues

an el formalismo cuAntieo ello equivale a existencia de ouservables qua

cormutan con el hemiltoniaro a implica a su vez degeneracibn de la energia.

Dal mismo modo qua una imagen goomdtrica de la transitividad m6trica puede

darse diciando que le trayectoria invade todo eonjunto de medida no nula

an EE ,la hipbtesis cuAntica equivalents de no dagenerac16n an al espectro

de H se puede interpreter como qua la trayectoria de y(t) sobre la es-

fare unidad,invude,en el sentido anterior,todo conjunto de medida no hula

antra los qua representan la colectivided estadistica descrita por la ma-

triz densidad de pesos respectivos rig.

La hip6tesis do no degenerac16n del espectro del hamiltoniano as tan

restrictive qua hace qua el teorema anterior carezca prActicumente do cam-

po de aplicaci6n. La deganeraci6n as un hecho an los sistemas cuAnticos

mAs simplest Atomos y moldculas .Por otra parte, como puede observarse a par-

tir de ( V.1i),la no degeneraci6n no as necesaria pare la igualdad de los

promedios temporal y estadistico si el sistema se encuentra inicialmente

an un astedo propio de le energia . Pero un sistema macrosc6pico no estard

an general representado por un estado estacionario. Basta con considerar

el siguiente argumento cualitativo: por tratarse do un sistema mucrosc6pico

encerrado an un volumen finito,los niveles de energia estAn tan pr6ximos

qua las interacciones antra el sistema y las parades del recipiente impi-

den que el sistema mantenga constants su energia.

AdemAs del teorema qua acabamos do exponer y comentar existan,al iguel

qua an el caso clAsico , otros teoremas que,partiendo de planteamientos mAs

limitados,tratan do adaptarse a sistemas fisicos mAs pr6ximos a la realidad.

Para una demostrac16n y critics de los mismos puede consultarse la obra ye

citada de Jancel [10]. Dodo el carActer general de esta publicac16n nos li-

mitaremos , en el resto del capitulo,a exponer poco mAs qua un simple enun-

ciado de los mismos.

4. TEoFtEmA DE How.

Don este nombre nos referiremos al equivalents cu3ntico del teorema

clAsico de Fbpf. Sea p (t) la metriz densidad representative de one co-

lectividad estdistica. El promedio del observable A sobre la colectividad
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vendr3 dada por

Tr[ A a( t) ] - n[ A wt n(D) ]

con Wt definido por

n(t) - wt v(O) - Ut a(O) Utt

So demuestra qua si,ademAs do la no deganeraci6n del hamiltoniano,no

oxisten frecuencias do resonancia an su espectro (es decir,si Ei- E1 4

Ek - El para todo i,j,k,1 ),y Este as fuertemente degenerado frente a

observaciones macrosc6picas , so verifica:

lbm ? /ta+T I Tr [A Wta(O) ]- Tr [
T -'c T t

0

A p*(0) ]
12

dt - 0

(V. 13)

donde p (0) representa una distribuci6n limite. ( Obs&rvese la analogia

entre esta expresi6n y la (11.6)).

La ro existencia de frecuencias rle resonancia an el espectro del hamil-

toniano as la condici6n cuAntica equivalente a la clAsica do indescomponi-

bilidad m8trica del espacio producto r x r. En cambio,la condicl6n do

fuerte degeneracidn macrosc6pica no tiene andlogo clAsico y aparece como

una dificultad adicional del tratamiento cuAntico. El sentido exacta do

ester condici6n so especifica cuando so hace la damostraci6n [263. Tel

hip6tesis queda automAticamente satisfecha utilizando los llamados "obser-

vables macrosc6picos" introducidos por von Neumann [zt].

5. OOSERVABLES MACROSCOPICOS.

Los abservables microsc6picos no son, en general, simultAneamente medibles.

En cambia 61 parece 16gico qua to Sean los observables macrosc6picos. De

uhf el interds On definir Altos a partir de los microsc6picos,pero con las

propiedudes convenientes de conmutativided. Seguimos el mdtodo do van Kampen

[2f] y comenzamoa con el operador energia. Una medida macrosc6pica do la

misma estA siampre caracterizada por una ambiggedad 6E que as la qua

se utiliza pars definir is colectividad microcan6nica. Puesto qua el n6mero
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de grados do libertad as hahitualments grande siempre hay un gran ndmero

de valores propios do la energia an el iiitervalo 6E >> DE y,por tanto,

una medida macrosc6pica no parmite coriocer valores propios do la energia.

Lo qua tiene sentido as considorar,en el espacio de Hilbert, "Caldds de

enengia" e0 , p1 ,... Pv,... donde la celda Pv contiene todos los

elementos del espacio do Hilbert generados por los estados propios del

hLxniltoniano H con valores propios comprendidos an el intervalo

(P^- Pv
Af

+ V )

Luego,en lugar del hamiltoniano microsc6pico

H - E E P a E E P
is i Yia i i Yi

( Pes el proyector sobre el subespacio de valor propio E1
Ti

tendria mAs sontido el hamiltoniano macrosc6pico

P P
v V v

a

aiendo P . Ev p
v i. Yi

(v.14 )

y a el ndmero do estados propios independientes contenidos an la celda P
v v

Por supuesto este procedimiento he introducido una degenerac16n adicional

a Is del problema do valores propios do H

P as a veces degenerado ,siendo
v v

s . Tr P
v v

Ahora coda "valor propio"

So trata ahora do construir un observable macrosc6pico Q

(V.15)

qua cormute

con 3 partiando de un operador microsc6pico A correspondiente a un

observable cuAntico no medibla simultdneamente con H . LimitAndonos a

6rdenes de magnitud tenemos

AE•AA ^- I <[ A, H]> I

Las observaciones macrosc6picas so realizan

&1 >> pA , de modo qua

bP 6G >> AE AA

En representacibn de energies

con una limitaci6n dada por
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A , H ^i, _ (Ei - E^) Aid ^ pE DA « bP, bQ (V, 16)

Si se toman i y ^ tales que Ei - E^ ^- bP.

Aid

DE pA

bP.

CC bQ (V. 17)

De otro modo: los alementos Ai, que corresponden a diferencias E1 - E^

del Orden de bP, se pueden despreciar,lo que supone una preponderancia

do alementos relevantes en torro a la diayonal principal ,y la bands rele-

vante tiene poca anchura compareda con el tamano de las cellos f. ,segGn
v

la Gltima dosigualdad, Despreciando los alementos de matriz irrelevantas

y agrupando los restantes en submatrices,correspondiantes coda una a una

celda,construimos una matriz que corresponds al opera^d^odeµacrose6pico Ei .

Puede comproburse que Q y 1! conmutan y,por tanto, medirse simult!lnea-

mente,puesto que

[G.1|]ajZ'CZa^^B'GaB=° K dMZ

ya que los Gnicos alementos ro nulos de Q son equelloa pare los que

a ^ (indices correspondientes a una misma cello).

De esta forma se pueden construir operadores macrosc6picos que conmuten

con el humiltoniuro ^{ y se puede suponar qua el estedo macrosc6pico

queda dafinido por la energia macroscbpice y por un con^unto de operadpres

macrosc6picos ( G, , 8 , C,... ' Pare los qua es posible encontrar una

base propia comGn . lns indices se referirAn siempre a celdes , ro a los va-

lores propios mac8nico-cuAnticos corresporrdientes a un tratemiento exhaus-

tivo.

u, lEDfIEMA DE VON NEUuWNN.

En el tratamianto de von tJaumann del problama ergbdico [9 ^ ae sustitu-

yen los observables microscbpicos A, B, ... por los observables macrosc6-

picos respactivos Q,Q^,... Desicdnemos por Ey(t) el valor esparado cul4n-

tico en el estado puro 7(t) (es usual limitarse al caso puro,porque la ge-

neralizacibn u mezclas roofrace mayores problemas) de modo qua
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ci(t) - Tr ( PT(t) a )

siendo P4,(t) el proyector sobre ''(t).

Pura caleular promedios estadisticos se generalize la colectividad mi-

croean6niea suponiendo qua cede estado do is misma celda de energia P.
V

tiene is misma probabilidad. De eats forma se pueden calcular promedios as-

tadfsticos qua designaremos por

a • Tr[ P(0)a]

con p(0) - E
Tr(PT(Ol

Pv)

v Tr P
V

P
V

siendo p el operador qua ceracteriza is distribuci6n microcan6nice. Tiene

sentido calcular el llmite

lim

T -+ m

t +T _
I f ° ( a(t) - a j2 dt (V.18)

T t
0

y deducir bajo qud condiciones la expresi6n anterior so anula . No parede

admisible is influencia do una cierta subdivisi6n del espacio de Hilbert

an celdas , que por un lado as necesaria Para poder definir a a partir de

A y por otro results una subdivisl6n arbitraria por cuanto lo as la elec-

c16n do sus centros. Para eliminar esta arbitrariedad von Neumann calcula

el valor do ( V.18) promediado sobre las posibles subdivisions del espacio

do Hilbert an eeldas macrosc6picas
n

). Para holler este promedio so utilize

is hip6tesis do equiprobebilidad Para todos los observadores macrosc6picos

(todas las posibles subdivisions del espacio de Hilbert on celdes macros-

c6picas ). Y con Ssta,mAs las habituales do no degeneraci6n y ausencia do

frecuencias resonantes an el espectro del hamiltoniano , von Neumann demues-

tra qua el promedio Para todos los observadores macrosc6picos do is expre-

s16n ( V.18) as del orden do N/ a
v

siendo N el nCmero do celdas y s

el nemero medio do estadps propios do is energie par colds macrosc6pica r
V

(*) Aunque a diferentes macro-observadores corresponden diferentes subdi-

visiones an
p

celdas
p

servador determine

( I av(er), a (a),... } Para el observador "a" y

Para el observador "0" ) se supone qua cads macro-ob-

el mismo nCmero de celdas - v - ... - N asociado a

la precisi6n do los aperetos con quo se efect6a la medida.
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El teoreme results de aplicaci6n fisicu dado clue lu pequen'ez del cociente

N / s estA gerantizada por tratarse de medidas macrosc6picas.

En traba,jos posteriores [29] se ha puesto de relieve qua las hip6tesis

do no deganeracibn y ausancia de frecuencias resoriantes no son necesurias

para la demostraci6n del teoreme de von Neumann. Podria pensarse qua esto

constituye una simplificaci6n,pero si con tan s6lo la condici6n de igual

probabilided pure todas las sbbdivisiones se puede demostrar el teoreme,

no hay criterios pare saber si un sistema,supuesto qua el observador efec-

t6a medidas macrosc6picas,es erg6dico o no. MIAs bier se liege a la conclu-

si6n do qua todos los sistemas macrosc6picos son erg6dicos y Aste as un

resultado que,por su generalidad,ha hecho poner an dude la validez de la

hip6tesis de igual probabilidad pare todos los observadores macrosc6picos.

7. OTRAS ALTERNATIVAS AL PRO(LEMA ERGODICO CUANTICO.

Las objeciones al teoreme de von Neumann se hen dirigido,en concreto,

contra la hip6tesis de igual probebilidad pare todas las subdivisiones an

caldas y al consiguiento promedio sours macro-observadores . No obstante,

la esencia do la irtroducci6n del "coarse-grained" parece apropiada pa" el as

establecimiento de otros teoremas erg6dicos cuAnticos.

Entry los trabu,jos mds ralevantes an este sentido figuran los del "gru-

po de Mi13n" 130 . Tress una critics del mdtodo de von Neumann

1

/ el

citado grupo presents una soluci6n alternative al problems erg6dico,susti-

tuyendo el promedio sours macro-ouserv adores do von Neumann par un prome-

dio sours todos los estados iniciales posibles del sistema . Utilizando las

propias palabras do Loinger aiiadiremos qua "... Desde un punto de vista

puramente matemitico,la relaci6n entre nuestra forma do promediar y Is de

von Neumann as andlogu a is que hay entre las interpretaciones "active" y

"pusiva" do toda transformac16n de coordenadas ...". Los resultados obte-

nidos son muy similares a los do von Neumann,pero empleando tan s6lo dos

hip6tesis generales: sistema macrosc6pico con muchos grados de libertad

y uuitariedad del operador avoluc16n. Aunque de diferente contenido fisico

(a) En el treba,jo qua se cita,le critics so resume asi: "... En conclus16n,

el resultado do von Neumann,que as Onicamente una consecuencia matem6tica

do promediar sabre la subdivisi6n an celdas,tiene un significado abstrecto,

purumente geom@trico,desprovisto do tode significaci6n fisica".
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las dos hip6tasis de equiprubabilidad,esenciules on los respectivos teore-

mas,rro son susceptibles de varificaci6n pare los sistemas fisicos ordinarios.

No proporcionan,por tanto,criterios pr3cticos pars docidir si un sistema

as erg6dico o no. El promedio sobre estados iniciales results tambidn ser

s6lo un recurso matemdtico.

Un trabajo interesante por tratar do obtener un teorema erg6dico cu1n-

tico an una linen completamente diferente de is marcada por von Naumann 85

el do Ludwig [31]. Parts de un rechazo del concepto de observable macros-

c6pico tal comp to introduce von Neumann , bas6ndose an qua tal concepto debe-

r1a definirse a partir del sistema , y no del observador , supuesto un gran nG-

mero de grados do libertad pare el mismo . Se trata de der criterion de

ergodicidad basAndose an caracteristicas del sistema (objetivas) y no an

las de las observaciones ( subjetivas ). Tres introducir nuevos conceptos,

coma los do "discernibilidad entre dos estados" y "medida de discernibilidad"

pera toner an cuenta el cardcter macrosc6pico del sistema , obtiene la siguien-

te condici6n suficiente pars la existencia do ergodicidad.

II T, - P1 T1 II ( 1

donde Ti as un vector propio cualquiera del hamiltoniano y Pi as el

operador proyecci6n sabre una colds caracterizada par un m&ximo de entropla.

Oondiciones de ergodicidad similares han lido obtonidas por Prospers y

Scotti [3Z].

Dada queen cuelquier caso,los teoremas erg6dicos cuAnticos rigurosa-

mente domostrados resultan inaplicables a los sistemas reales,parece apro-

piado llegar a is conclusion do quo as muy dificil prober is existencia de

sistemas fisicos erg6dicos . Este argumento he llevado a Jancel [33] a

establecer , con restricciones similares a las do Khinchin an cldsica , teore-

mas erg6dicos cuAnticos probabillsticos . Pero dado qua pars lleger a ellos

so utilize al promedio sabre observadores macrosc6picos an el sentido do

von Neumann,no los revisaremos aqui,a Is vista do la ya comentada irrele-

vancia flsica de tales promedios.
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[API JUL () VI. TEUHIA EHGODICA MOOEHNA

1. INIHOOUCCION.

En los capftulos precedentes se he expuesto , en sintesis , la qua podriamos

llamar teoria erg6dica ordinaria . Se he desarrollado con mayor profundidad

is ergodicidad do sistemas clAsicos porque is teoria erg6dica cudntica no

he proporcionado resultados do mayor relevancia . Asl,a poser do los distin-

tos teoremas , de sus aplicaciones a sistemas reales,y de los intentos por su-

perar las dificultades qua tel aplicabilidad originaba , la conclusi6n final

as qua el problema erg6dico no estA rigurosamente resuelto . QuizAs la Onica

posibilidad actual de avance an cuanto a la soluc16n efectiva do dicho pro-

blema , se base an unas directrices marcadas por fisico-matemAticos de la qua

podriamos llamar "Escuela Rusa",a partir do los anos cincuenta . Una importan

to resena bibliografica do los trabajos qua han marcado esta pauta , asi como

una introducci6n rigurosa a la teoria erg6dica moderna,se encuentra an el

libro de Arnold y Avez titulado "Ergodic Problems of Classical Mechanics"[f1 ].

En este capitulo trataremos de exponer sucintamente las bases de esta teoria

erg6dica moderns.

Las conceptos qua vamos a introducir an los apartados siguientes so apli-

can a sistemas dinamicos abstractos qua son generalizaciones de los sistemas

de is Mecanica Glasica. Tales sikemas so pueden clasificar atendiendo a cier

tas propiedades asintOticas de su evolucibn temporal . Y esta clasificaci6n

se realize con una cierta j erarqula , en el sentido do qua los sistemas do one

cierta close autom6ticamente son sistemas de Is close inferior,como tendremos

ocas16n de comprobar.

Por supuesto esta nueva descripci6n no sa limits a introducir definiciones

qua sirvan Onicamente pars plentear el problems erg6dico an otro lenguaje,

sino qua con esters directrices se ha conseguido la resoluciOn de problemas

prActicos reales como puede ser el demostrar Is ergodicidad de un sistema do

esferas duras an un volumen paralelepipddico con parades absolutamento reflec

tantes ( gas do Boltzmann-Gibbs) [Z ]. Por todo ello nos parece qua una puesta

a punto an ergodicidad , por ascasas pretensiones qua tonga , no puede poser por

alto is existancia de estos modernos tratamientos . En esta introduccibn nos

limitaremos a exponer mdtodos genereles y teoremas cuyas demostraciones rigu-

rosas , irisistimos , se encuentran an el libro de Arnold y Avez.
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2. SISTEMAS DINAMICUS AUSTHACTOS.

El estudio de un sistema clAsico desde el punto de vista del problema er-

g6dico lo hemos realizado a base de tres conceptos fundamentales an la teoria;

1) Un espacio fAsico r real,cuyos puntos representan estados del sistema.

2) Un grupo de automorfismos Tt qua act6a sobre r y que asociamos a la

avoluc16n temporal.

3) Una medida µ definida cobra r y qua as invarionte bujo Tt err virtud

de las ecuaciones de movimiento del sistema.

Pues bien,si desposeemos a estos tres conceptos del significado fisico con-

crato llegamos a un concepto nuevo qua llamaremos "sistema dirinico abstracto"

caracterizado por la terna ( r , T , µ ),que representa simplemente un espa-

cio con medida invariante ante un grupo uniparamEtrico de automorfismos. Las

elacciones concretes de r , T , µ don luger a diferentes posibles sistemas

din&micos. Hay qua resaltar qua an la definicl6n mAs general el grupo T pue-

de ser un grupo discreto de automorfismos.

Dos sitemas dinAmicos abstractor ( r , T , µ ) y ( r', T' sor

isomorfos ci existe una aplicaci6n biyectiva A de r sobre r' tel que:

µ' [ A(£) ] - µ (£) pare todo E c r

T' . A T A 1

I (VI.1)

El considarar sistemas isomorfos as importante porque todos ellros presen-

tan las mismas propiedadas asint6ticas,que son las qua resultan relevantes

an ergodicidad. Quiera ello decir qua Si se prueba la ergodicidad de un sis-

tema dinAmico abstracto,tal propieded estA garertizada para tedes l,s sitemas

isomorfos con al original. En este sentido la teoria no solo va a proporcionar

criterion de ergodicidad sino formes de descubrir sistemes ergbdicos a partir

de uric dado. Esto as eel porque las propiedades an qua estamos interesados

dependen de la medida y de le estructura del grupo y todo all, as equivalente

an sistemas isomorfos.

En cambio una formulacidn tan general coma Asta puade toner el inconvenien-

te de que el sistema fisico real an el qua estemes interesados no presente

las propiedades del correspondiante sistema dinAmieo abstract,. Aclaremos

este punto. La forma usual de estudiar los sistemas diriAmicos abstractos as

descubrir propiedades de los mismos vAlidas pare todos los sistemas excepto

pare elgunos qua forman un conjunto de medida nula; y esto es razonable cuarr

do el interds radica en estudiar un sistema abstracto come el ante general
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quo es. Pero podrie ocurrir qua la close de sistemas fisicos reales en los

cueles estumos interesados estd incluida en ese conjunto de medida riu]a,bien

por la forma especial de preperaci6n o en virtud de ciertes condiciones qua

ignoramus por trascender en modelo empleado. Por tenth le aplicacidn de la

tearia general a casos part.iculeres debe cuidarse extremadamente por no ester

garantizeda.

3. PROPIEDAOES ERUODICAS ; JERARWUTA DE SIST MAS.

Can objeto de definir propiedades asintdticas de los sistemas dinAmicos

abstractos comenzamos por introducir las definiciones ordinaries de promedios

espaciales y temporales. Sea el sistema ( r , T , p ) o ( r , Tt , µ )

segCn qua el grupo de automorfismos sea discreto o continuo. El promedio

espacial o fAsico de urea funcibn f definida an r si existe,es el defi-

nido por

f f(x) dµ

F
con x E r (VI.2)

Supendremos quo Is medida µ es finita y qua se he escogido de forma quo

4(r) - 1 .

El promedio temporal , si existe , es el definido por

N-1
f a lim £ f (Tf x) con x E r y n E Z+

N -+ oo N n-0
pare al caso discreto

T

f* a 11m i f f(Tt x) dt con x E r y t E R+

T T 0
pare el caso continuo

I (vI.3)

Cori las definiciones anteriores la ergodicidad se enuncia asi : un sistema

dinAmica ebstrecto as ergddico si pare tode funcibn µ-sumable los promedios

espaciales y temporales son iguales,salvo pare puntos de on cenjunte de me-

dida nule. Es decir s

f casi por doquier an r (vi. 4)

r
Para on sistema ergbdico ,por tanto,el promedio temporal f rie depends del

purito inicial x .

Puede suceder qua pare algurios sistemas r sea la uni6n disjurita de dos

conjuntos r1 y F
2

,de medida positiva,e invariartes bajo T . En este
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caso el sistema ( r , Tt, µ ) se dice que es descomponible. Por supuesto

un sistema descomponible no puede ser erg6dico , ya que tomanda

f(x) _ {
1 pare x E r

1

0 pars x E r2

el promedio f es,en este caso , f(x),que depends de is x inicial . Un sis-

teas indescomponible se dice tiene la propiedad de transitividad metrics y

Esta as condici6n necesaria y suficients pars is ergodicidad de un sistema,

come ye hemos tenido ocasi6n de demostrar an el capitulo I .

La descripcibn matemAtica de to qua as un sitema " mixing ", utilizando el

lenguaja abstracto que venimos empleando , proviene de abstraer le qua intui-

tivamente admitimos que secede al mezclar tinta y ague an is preporciOn 20

y 80 % respectivamente , por e j emplo . BasAndonos an este ejemplo debida a Gibbs

definimos a un sistema abstracto ( r , Tt , µ) como " mixing " cuando pars todo

par A , B de conjuntos medibles se verifica

lim ;y [ Tt A fl B ] - µ(A). µ(B) (VI.5)

t -+ 00

La propiedad do "mixing" as mAs fuerte qua is de ergodicidad an el sentido

de qua "mixing" implica ergodicidad. En efecto : sea A un cenjunto medible

de r e invariants bajo el grupo Tt . Para todo t se verifica

TtA(1A. A

Si el sistema as "mixinx " aplicando (VI.5) results

lim p (A) - p(A)•p(A)

t -+oo

con is qua µ(A ) as cero a uno. Y esto no as sine una de las distintas for-

mas de decir qua exists indescomponibilidad m6trica ; o to qua as le mismo:

el sistema " mixing" he resultado ser arg6dico . Per supuesto el recipreco no

as cierto , como se comprueba con un simple contrae j emplo : el de las trasle-

ciones de un toro [3Y].

La propiedad de "mixing " as bastante mAs restrictive qua is de ergodicidad.

Entre ambas exists una propiedad intermedia an implicaci6n , la de " mixing"

ddbil,que se enuncia asi : un sistema dinAmico abstracto ( r , Tt , µ )

as "mixing " dAbil si pars todo par de con ,juntos medibles A,B de r se

verifica
T

lim 1 J p(TtA n e) - µ(A) µ(B) dt - 0
T i m T 0

(VI.6)
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Interpretada an tdrminos do la mezcla tinta-agua,la propiedad (VI.6) indica

qua despu6s de on tiempo suficientemente grande Is proporci6n de tints an

cuulquier reg16n del vaso as aproximadamente del 20 % excepto como muche

on algunos instantes do tiempo aislados an los qua la proporc16n podria sar

distinta.

Los enunciados de Is definici6n de "mixing" ( a veces llamado "mixing"

fuerts) y do "mixing" ddbil se han referido al caso continuo. Obviamente las

mismas definiciones se adaptan sin ninguna dificultad el caso discreto (vAese

VI.3).

El teorema de Fbpf, que so enunci6 an el capitulo II,precisamente lo qua

da as la condiciOn necesaria y suficiente pare qua un sistema sea "mixing"

ddLil : la indescomponibilidad mAtrica do r x r producto cartesiano de

r por si mismo ,con medida inducida por p .

Dodo qua on las aplicaciones de Is Teoria de Sistemas DinAmicoa Abstractos

a la Fisica el "test" do Is indescomponibilided mAtrice results inviable an

la prActica,ha constituido on avance importante el obtener otrue criterion

(pars "mixing" ddbil,por ejamplo) an tArminos de Is teorie espectral de ope-

redores an on espacio do Hilbert. Sea £2 (r,p) el aspecio de Hilbert cons-

tituldo por las funciones univaluadas do r qua soon do cuedrado p-integra-

ble,con producto escalar

< f I g > _ ! g d{+
r

donde hemos indicado por T la func16n complejo conjugada do f. Una trans-

formac16n Tt definida an r induce an £2 on operador Ut definido do

Is siguiente forma :

Ut f(x) = f( Tt x) pare toda f E £2

A partir de la definici6n do Ut as trivial eomprobar qua so trata de on

operador lineal qua admits inverso y qua as isomatrico. Por tanto Ut as

on operador unitario sobre £2 . Si t vane can continuidad Ut consti-

tuys on grupo uniparamdtrico unitario continuo.

Si limitamos nuestra atenci6n a los sistemas fisicos reales interesentes,

el operador Ut as habitualments do la forma

Ut - exp ( i L t (VI.7)

donde L as on operador autoed,junto , que en Mec3nica Clasica as precisemente

el operador de Liouville. Una func16n f E £2 invariants as una funci6n
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propio de Ut correspondiente al valor propio 1 (o see ,al valor propio

cero del operador do Liouville) por verificar

f a Ut f a e iLt f

Los argumentos expuestos al principio do la secci6n 3 del capitulo I per-

miten establecer come condici6n necesaria y suficiente de ergodicidad el qua

todas las funciones invariaotes seen constantes , casi por doquier en F .

Dade qua las funciones constantes son todas proporcionales entre si,las cons

tantes son funciones propias de Ut correspondiantas al valor propio simple

(no degenerado ) uno. Si hubiera degeneraci6n existirlan funciones invarien-

tea no constantes y no haDria ergodicidad . Se liege asi a una nucva formula-

cibn de dicha propiedad: el sistema ( F Tt , p) es erg6dico si,y solo si,

uno as valor propio simple del operador inducido Ut ,(o si cero as valor

propio simple del operador do tiouville an sistemas fisicos ordinaries).

La condici6n do "mixing " dada por ( VI.S) se formula an lengua,je do opera-

dares asi: el sistema din&rnico ( C , Tt , p ) as "mixing" si,y solo si

lim < Ut f I g > < f 11> < 1 g> (VI.8)

t -+ c

pare todo par f , g E
S2

y donde 1 as la funci6n constants 1 on F .

TambiEn se puede prober [3 5] qua un sistema as "mixing " dAbil ,cn el ser-

tido de satisfacer la relaci6n ( VI.6) si,y solo si^el 6nico valor propio

discrete do Ut as 1 siendo continuo el resto del espectro ; as dacir,si

las constantes son las 6nicas funciones propias de Ut .

Otra propiedad qua sirve para reconocer a un sistema " mixing" (fuerte)

puede enunciarse an tArminos espectrales . Un sistema dinOmico ( r , Tt , p)

so dice qua tiene espectro do Lebesgue tipo LI si existe una base ortonor-

mal do 12 ( r,p) formnada par la funci6n 1 y las funciones
fir.l

,con

i E I , J E Z tales qua

Ut f i ,j f i„j+1
Para todo i,j. (VI.9 )

siendo Ut el correspondientu operador inducido por Is transformaci6n Tt

El cardinal del conjunto do Indices I so llama multiplicidad del aspactro

de Lebesgue . Si 1 as infinito numerable se dice qua se trata de an espec-

tro de Lebesgue infinito numerable y si I contiane an Gnico elernunto sa

dice qua al espectro de Lebesgue es simple. Pees bien,con esta notaci6n so
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puede demostrar al siguiente teorema : Un sistema dinftmico con espectro do

Lebesgue as "mixing " ( fuerte) [36].

Con objeto de aclarar lo que significa la eristencia do espectro do Le-

besgue y presentar al mismo tiempo un ejemplo do sistema dinftmico abstracto

introducimos el siguiente : sea r (x , y) mod . 1 I el toro cuadrado de

lado unidud con la medida do Lebesgue dµ - dx • dy y el automorfismo

x' 1 1 x

( y, ) ( 1 2 ) ( y

Como esta transfannac16n tiene determinante unidad conserve la medida.

Tomando comp conjunto do puntos inicial an r el gato ( tan usual en algGn

otro apartado de la Fisica ) se obtienen 105 siguientes conjuntos , tras una

y dos aplicaciones del automorfismo :

(vi. 10)

- I o 1 0 ` 1

1 1
A ( 1 2

1 1 2
1 2 ) A

Es sabido quo el conjunto do funciones

2ni(px+qy)

f
P,9

(x,y) a a

A

P,9 E z

forman una base ortoriormal de
£2

(F,µ). El automorfismo U inducido en £2

es tal que
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U f P,9(x,y) a
fP,q

(x', y') e

2yi(px'tgy')

2ni[p(x+y)+q(x+2y)] 2ni[(p+q)x+(p+2q)y]
= e ^ e

fp+q,p+2q(x,y) (vi. 11)

Como ademAs f
o,o

.1 so cumplan las condiciones de existencia de espoctro

do Lebesgue. Ademis se trots do un espectro de Lebesgue infinito numerable,

puss an este caso I a Z . Por tanto este sistema abstracto as "mixing"

(fuerte) y, consecuentemente,erg6dico.

En Is ,jerarquie de sistemas dinAmicos qua astamos estableciendo le llega

el turno a un nuavo tipc)lie sistemas,los llamados sistemas K introducidas

originariamente par Kolmogorov bajo el nombre de sistemas cuasi-regulares.

Para dafinir un sistema K so necesita una partici6n do r : a e JAil

i E I siando Ai partes do r dis,juntas dos a dos,de medida no nula y

con union r . Es decir:

( Ai 0 A 0 para i^ j

(A1) ^ 0 para todo i E I

N ( r -
i
U

E I

Al ) - 0

La partici6n a so dice qua as medible cuando exists una close numerable

0 { B j E J do conjuntos B, medibles tales qua:

1) Cade Bi as la uni6n de conjuntos do a .

2) Pare cede par A1,Ai de a exists un E3k do d tal qua Ai C Bk
Y

AJ Bk o bien A, t Bk Y A, C Bk

Da acuordo con la definici6n toda partici6n finita a numerable as medible.

Par otra parts so consideran equivalentes dos descomposiciones qua se dife-

renclan exclusivamente an conjuntos do medida nula.

Entre las descomposiciones medibles de un conjunto r se puede establecer

una ralac16n de orden parcial del siguiente modo : a1 s a2 quiere decir qua

cads con,junto do a1 as una uni6n de conjuntos do a2 . Equivale a indicar

que,si is diferencia entre ambas particiones no radica an conjuntos de madida

nula, a2 represents una descomposicibn m6s fine qua
a1
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On sistema dinAmico ( F , Tt , µ ) se llama sistema K cuando existe

una partici6n mediblo or qua rumple las tres condiciones siguientess

1) Tt a = at z (Y pare todo t > 0

2) V Tta=P
t

i) n Tta=U
t

donde P. es is descomposici6n puntual de T' (la mAs fins qua existe) y U

as is partici6n de r an la qua Este as el Onico elemento ( 1a mAs grosera

qua existe). E1 simbolo de la segunda condiciOn exprusa qua e as is menor

descomposiciOn que cuntiene a todas las at , y el sirr,bolu do la tercera

irdica qua It as is mayor partici6n qua estA contenida on todas las at

For supuesto qua las palabras manor y mayor tienen aqua el sentido qua se

deduce de is relaci6n de order antes enunciada. Teniando an cuenta la irre-

levancia de los corjuntos do medida nula la definici6n de sistema K implica

qua todo elamento de una descomposici6n invariante de r (Para la cual at= a)

tiene medida curo o unidad. Consecuentemente el sistema K as erg6dico.

Se puede profundizar an el estudio de los sistemas K llegAndose a la

conclusi6n do qua realmente so definici6n as mucho mOs restrictive qua la

do ergodicidad. En concreto,los sistemas K tienen espectro de Lebesgue

infinito numerable y,por tanto,presentan is propiedad de "mixing "(fuerte).

En particular,puede demostrarse qua el automorfismo sobre el taro an dos

dimensions definido por (VI. 10) as uri sistema K . La prueba de quo el mo-

dulo de gas do Ooltzmann-Gibbs,citado an el apartado VI.1, exhibe ergodici-

dad,consiste realmente an demostrar qua tel modelo es uri sistema K y,conse-

cuentemente, "mixing" y erg6dico [21].

Finalmente introduzcamos el Oltimo grado an la jerarquia t los sistemas

de Oerrouilli. Sea Z
n

= ( 0,1,2,... n-1 I el conjunto do los rr primeros

nOrnaros enteros no negativos. Tomemos comp espacio r de un sistema abstrac

to el producto cartasiano
ZnZ

. Quiere esto decir qua los elementos do r

son series bilat.ereles infinitas del tipo

...; a-2 ; a-1 ; a0 ; a1 ; a2 ;... con ai E Zn

La medida puede introducirse de esta forma . Partiendo do una medida normali-

zada µ an Z .

µ(0) P. ; µ(1) a p1 ; ... ; µ(n-1) a pn-1 , E pi o 1
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se puede definir para los "cilindros elementales" A1j

jAi.j
= 1 (...;a-1;ao;a1;...) E T I

ai =

la medida µ (Ai'j) a p ,
J

Como los conjuntos madibles de r se pueden obtaner a partir de inter-

secciones de diferentes A,'j baste definir la madida de la intersecci6n
i

A1i1 fl ... fl Aiik

1 k

todos diferentes.

Tel madida se define como el producto de sus respectivas medidas. Uuiere

ello decir qua si un conjunto de r as tel qua pare sus distintos puntos

se cumple a1 =
'j1 ; ..• ;

ai
= 'jk

su madida serA el producto p ... p
1 k j t jk

El eutomorfismo T lo tomaremos como el qua asocie al elemento I ai I de

r al elemento + -i+1)
,de mode qua se treta de una simple traslac16n de

lugar a is derecha para todos los elementos de is saris bilateral. Esta trans

formaci6n as invertible y conserve la madida [34].

Un sistama din8mico ebstracto ( T , T ,µ ) del tipo qua acebamos de de-

finir se llama esquema de Bernouilli y se denote per 6(po; ... ; po-1).
Uri

ejemplo usual lo constituye el lanzamiento sucesivo de uric moneda el sire.

Los elementos de r a
Z2Z

son series bilaterales infinitas de carps (cares,

per ejemplo) y unos (cruces). A10 represents el conjunto de elementos de

r an los qua an el lanzamiento i-6simo se obtuvo care . Por tanto,en este

caso,parece natural edoptar comp madida

p (A1J) - prob (AuJ) ° 2

Otro ejemplo tipico de sistema de Bernouilli as el constituido tomando

come T al cuadrado de ledo unidad y comp operador de evoluci6n (no del

tipo hemiltoniano an esta caso per traterse del case discreto) le llemada

transformation del panadero ("baker's transformation") porque su efecto

recuerda,en ciarta forma,el moldeado de una mesa . Si an el instante t un

punto fAsico representative as el (x,y) , an el instante t+1 le corres-

ponds equal qua se obtiene reduciendo su ordenada a is mitad y empliando

su abcisa al doble modulo uno ; an le figure adjunta se indica el resultado

de aplicer esta transformacion a un cuadrado an el qua figure le imegen de una

sufrida' ailuete.
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La formula analitica pare ester transformaci6n es:

7 (x,y) ° ( x',Y') ° I
( 2x , ' y ) si 0 5 x 5

( 2x_1 , 2(y+1)) Si '' < x S 1

(VI. 12 )

Para comprobar que se trata realmente de un sistema de Berrnuilli conviene

escribir x e y an base dos,con lo que un punto fAsico se podrA escribir

en le forma ( O,x1x2x3
... ; O,y1y2y3 ... )

e ( .••x3x2x1 , y1y2y3 ...)

donde xi , yi toman valores en { 0,1 1. El efecto de Is transformac16n

as eliminar al primer digito "decimal " de x y anadirselo a y :

T ( 0,x1x2x3... , O,y1y2y3... ) v ( O,x2x3x4... , 0,x1y1y2...)

lo cuel represents una traslaci6n de todos los elementos de la serie bilateral.

Adem&s la transformaci6n as trivialmente invertible y conserves la medida. So

trata,por tanto, de un verdadero sistema de Bernouilli.

Par salirse do los limiters qua nos hems propuesto al redactor este trabajo

omitimos la demostraci6n de que todo sistema de Bernouilli as un sistema K [38j.

Con ello queda coronada la ,jerurquio de sistemas que resumimos can el siguiente

esquema,donde le flecha indica implicaci6n :

Sistoma de Bernouilli * Sistoma K a Sisteme "mixing" (fuerte) _>

a Sistema "mixing" dObil a Sistoma erg6dico .
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Pare finalizar indicaremos que un sistema din&mico puede mostrar un comper-

tamiento totalmente determinista a nivel microsc6pico y cuando se estudia a

escala macrosc6pica presenter una evoluci6n completamente aleatoria. Razonan-

do,por ejemplo,con el modelo H( ',' ) del lanzamiento de moredas,se comprueba

qua su comportamiento macroscOpico as aleatoric. Este as una propiedad carac-

teristica de los sistemas de Eiernouilli haste, el punto de qua a veces se uti-

liza pars su definici6n. Se comprende asi la equivalencia entre sistemas de

Hernouilli y ruletas circulares perfectas [39].

4. ENTHOPIA Y SISTEMAS K .

Para definir Is entropia de un sistema clasico se parts de Is divisidn del

espacio de las fases an celdas. Y esto no as mAs qua utilizer una cierta par-

tici6n del espacio I' . Dade qua los sistemas K presuponen is existencia

de una partici6n de r parece plausible is posibilidad de una generalize-

d6n del concepto de entropia pare sistemas dindmicos abstrectos y,en parti-

cular,para sistemas K . Tal generalizaci6n is llev6 a cabo Kolmogorov [40].

See or M I Ai{ , i E I una partici6n inedible finite del espacio r . Se

define la entropia de Is misma come

h(a) in - E µ(A1) In µ(A1)

1 EI

(VI. 13)

De acuerdo can ello,si is partici6n so efect6a mediente N elementos de igual

medida

h- -N
N

In N In N

Si 0 as otre partici6n can N elementos un c&lculo sencillo permits escribir

[tit]
h(p) s In N

Per supuesto dos particiones equivalentes tienen Is misma entropia. AdemAs,

si h(a) . 0 se tiene qua todes lea µ(A1) son nulas salvo una de ellas,

qua valdrd is unided.

Be define is entropia de una partici6n medible y finite a con respecto

a un automorfismo T an Is forma

h( aV TaV...VT'1a )

h ( a, T) - lim

n n

(vi. 14)
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donde c V indica la menur partici6n qua contiene a a y 0 y cuyos ele-

mentos son A1(1 B1 . (Algo asi comp un "minima comOn mOltiplo generalizado";

recordumos qua mAs pequen'a indica mends fine y contener quiere decir mAs de-

tallada). La demostraci6n de la existencia del limits anterior requiere la

introducci6n del concapto de entropia de una partici6n respecto de otra [421.

Finalmente,dado el sistema ( r , T , µ ) se define su entropla,o mAs

propiemente,la entropia del automarfismo T comp

h(T) a sup h(a,T) (vi. 16)

qua indica la manor cote superior pare la entropia de todas las particiones

finitas y medibles de r con relaci6n A T . Par supuesto h(T) 2 0 .

Par definici6n le entropia de un grupo continua do eutomorfismos Tt se

toms coma h(T1) .

A partir do la definici6n de entropla generalizada se pueden deducir una

sane de teoremas y corolarios ( vAase el libro do Arnold y Avez [i1] y,en

particular,los teoremas de Kolmogorov-Sinai y Kouchnirerko,en el cap. 2) qua

permiten una descripci6n cuantitativa de le jerarquia de los sistemas dinA-

micos. As1,la entropia infinite es la correspondiente a sistemas estocAsticos.

Los sitemas K tienen entropia positive ( h > 0 ). Como la entropia de un

sistema de Bernouilli B(p1;p2; .. ; pk)
de acuerdo con la definici6n,se

puede escribir de Is forma

k

h( 1) E
i-1

p1 In pi

results qua todo sistema do Bernouilli es,por supuesto , un sistema K , como ye

habiamos anticipado. Los sistemas clAsicos ,entendiando par tales aquellos

cuya evoluciOn so define mediante ecuaciones diferenciales, aunque no seen

necesariamente do forma hamiltoniana,tienen entropia finite (teorema do

Kouchnirerko). Uuiere ello decir qua entre los sistumas elAsieos las habr&

qua son sistemas K pero no as posible una identificaci6n total antra ambos.

En cuanto a los sistemas con entropia cero,que no son sistemas K se hen

construido eJemplos de los dos tipos : clAsicos y no clAsicos. Con tales

construccionas se he comprouado,al presenter espectro de Lebesgue infinito

numerebla,que entrople cero no implica ausencia de propiedades de "mixing".
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5. HELACION CON LOS SISTEMAS FISICOS HEALES .

Al igual qua hicimos an el capitulo III tras exponer las ideas matenAticas

abstractas (en este caso de DinAmica General de Sistemas) se trata de contras-

tar su aplicabilidad a 10s sistemas fisicos reales. Si esto no fuera posible

tal teoria send por completo ajena a is Fisica.

Puesto qua el reconocer si un sistema as ergOdico o "mixing",en el caso

de sistemas reales,no as viable medianta el "test" de is indescomponibilidad

mdtrica,se trata de argumentar ci los criterios basados on propiedades espec-

trales del tipo de los expuestos an aste capitulo son mAs aptos pare detectar

ergodicidad.

En general, l.os sistemas fisicos qua interesan an MecAnica Estadistica son,

desafortunedamente ,muy diferentes de los qua so han podido tratar par proce-

dimientos espectrales . No obstante existen resultados importantes a los qua

Be ha llegado a travAs de la DinAmica General de sistemas y,entre Estos,uno

esencial as el ya referido de Sinai acerca de la ergodicidad del gas do LJoltz

mann-Gibbs.

La demostraci6n del teorema de Sinai no as elemental . Paso por is intro-

ducci6n de una class do sistemas dindmicos ,llamados sistemas C caracteri-

zados par unas ciertas propiedades locales qua originan trayectorias asintO-

ticamente divergentes unas do otras . La existencia de estas trayectorias as

relacionable con la positividad de la entropla qua as tipica do los sistemas

K . Y as a partir do la relation qua establece netre sistemas C y sistemas

K coma Sinai lleg6 a damostrar qua el modelo do Boltzmann-Gibbs as cierta-

mente un sistema K y,por consiguiente erg6dico. En este cisterns las pro-

piedades ergOdicas se interpretan coma consecuencia de las colisiones elAs-

ticas entre las esferas qua representan las moldculas gaseosas.

Aunque los resultados obtenidos haste ahora medianta eats Teorla Erg6dica

Moderna no justifican,en nuestra opiniOn, las esperanzas qua so pusieron an

ella a raiz del resultado de Sinai,continOa siendo el marco an qua sa realizan

]as investigations an torno al Problems Erg6dica.
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